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InnKangnr. 

1. 

Allir vita, hvað tala er, tal og töl*. Vísindagrein sú, er 
kennir eðli og háttalag talnanna eða þeirra meðferð, nefnist af 
sumum Tölvísi (Konráð Gíslason) ; o : töluvísi, talnavísi, töiufræði 
(Arithmetica, af grísku orði ápið'fj.óc tala). 

2. 

Tölvísin er hinn fyrri hluti stærðafræðinnar (Mathematica), 
sem er sú vísindagrein, er ræðir um eiginlegleika og sambönd 
stærðanna yflr höfuð. En Stærð (Quantitas) er það eðli hlutanna, 
fyrir hvert þeir geta hugsazt meiri eða minni, t. a. m. Tími hefir 
stærð, því hann getur hugsazt lengri eða styttri. 

3. 

Stærðir eru tvennslags, eðahugsast með tvennu móti: con- 
tinuæ (samfeldar) og discretæ (sundurlausar). Hinar samfeldu 
erií heiidir, hvar enginn skilnaður er milli partanna, svo sem 
lengd, tímabil, afl, flýtir. f>ær sundurlausu eru söfn samkynja 
einstakra hluta eða eininga, t. a. m. flokkur manna, ríkisdalatal 
og yíir höfuð öU tala. í>ó geta samfeldar stærðir skoðazt sem 
sundurlausar s. s. 4 stundir, 5 þingmannaleiðir, 7 ár, 1 skippund 
eða 4 vættír, 6 hesta átak, þyngd líkamanna á miðbaugi og við 
heimsskautin, Ijóssins hraði og magn þess, svo sem þegar tungls- 
Ijósið er borið saman við sólarljósið. Hér er stundin, þingmanna- 
leiðin, árið, skippundíð, vættín, hestsaflið, fallrúm á secundunni, 
\egur farinn á secundu hinir töldu hlutir. 

4. 

Stærðir ákveðast eða ákvarðast með þvf að bera þær með 
einhverju móti saman við aðra samkynja stærð, sera er eða þykir 

*) Manntal og ártGI. TGlvísi mun myndab eins og logTÍsi og sugvísi. 
Tolvísi, 8já Snorra-Edda, Reykjáv. átg. bls. 110. 
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kimniig eða kunnari en liinar, sem ákvarðast. j>etta er umtals- 
efni mælifræðinnar eða stærðafræðinnar yfir liöfuð, hvort sem hún 
er tölvísi eða ríimfræði, t. a. m. dagshringur er 24 stundir, allir 
geislar hrings eru jafnir sín á milli. Sú kunnuga stœrð, sem 
höfð er til samanburðar, nefnistopt kvarði, ogafþvíkemur orðið 
að ákvarða; en í tölvísinni heitir kvarðinn Eining eða einn (Eind) 
og þar af leiðir, að tala (numerus) er sundurlausrar stærðar sam- 
burður við eininguna eða einn. 

5. 

Stundum er tilgreind tegund einingarinnar eða að einingin 
heiti eitthvað meira en einn, svo sem 8 ríkisdalir; þar í ereinn 
ríkisdakir sama sem einn; en auk þess aðþað ereinn, þá heitir 
það ríkisdahir. þessháttar töiur heita viðkendar tölur (numeri 
concreti; o: samvaxnar). J>ar á móti heita þær tölur óviðkendar 
(numeri abstracti ; o: afdregnar), sem við ekkert eru kendar, nema 
við einingu sína, svo sem átta, það er átta einingar. í þessum 
tölum hugsa menn ekki um það, semtalið er, heldur iim töUma 
sjálfa eins og afdregna hhitunum. 

6. 
Tölur eru tiiteknar (num. determinati), þegar tilgreint er, 
hve opt einingin er endurtekin íþeim, ellegar ótilteknar (numeri 
indeterminati), þegar það er ekki gjört. I>essar ótilteknu tölur 
geta menn ímyndað sér, þó menn ekki vili töluna sjálfa; mena 
geta jafnvel margt ákvarðað um þær, sundrað þær og sameinað 
með mörgura hætti og gjört þar af margar alyktanir, þó enga 
töhma viti, t. a. m. Haligrímur sá snemma dags stóra lest fara 
ofan í Reykjavík; skömmu síðar sá hann aðra enn stærri fara 
þangað; svo kom hin þriðja, er í voru eins margir hestar sem 
í hinum fyrri báðum. Út af þessu má margt álykta: t. a. m. 
að hestafjölda þeim, sem á þeim tíma fór ofan í Reykjavík, megi 
skipta í tvo helminga, svo jafnmargir hestar verði í báðum; að 
það hafi verið að minsta kosti fimmtíu hestar alls, ef í hinni 
fyrstu hafa verið tólf; að þar hafi engan veginn færra verið alls 
en ferföld fyrsta lestin að tiUögðum tveimur hestum o. s. frv. 
Eins og allir vita, kennir reikningslistin eða talnalistin að reikna 
með tilteknum tðhim; þar á móti kennir bókstafareikningurinn 
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og Algebra að reikna með ótilteknurn tölum, eliegar með tölum, 
sem sumar eru tilteknar, en sumar ótilteknar ellegar f talnaflækjum 
hálftilteknar. Reikningslistín, bókstafareikningur og Algebra ásamt 
öðru fleiru eru deildir eða tegundir tölvísinnar. 

7. 

Tölvísin er tvennslags: Arithmetica theoretica (skoðandi) og 
practica (fremjandi). Hin skoðandi tölvísi leitar upp eðli taln- 
anna og semur reglur, eptir hverjum finna skuli tölur af tölum; 
hin fremjandi reiknar út sjálfar tölurnar eptir regUim þeim og 
lögmálum, sem hin skoðandi hefir uppgötvað. Hin skoðandí 
tölvísi notar einkum bókstafareikninginn til að íitleiða reglur af 
reglum, lögmál af lögmálum, rétt að sínu leyti sem hin fremj- 
andi reiknar tölur af tölum. 

8. 

í hinní skoðandí tölvísí, eínníg yfir hðfuð í hinni skoðandi 
stærðafræði eru allir lœrdómar framsettir í stuttum málsgreinum, 
er heita Sagnir (Propositio). Eptir þeirra sambandi og afstöðu 
sín á miUi nefnast þær þanníg: 

1. Axioma. Frumsögn (Meginmál?Konráð) er sú sögn, er þykir 
svo sjálfsögð, að ekki þurfi að sanna hana, og leggjast á til 
grundvallar við sönnun annara sagna. 

Merk! Sumt verður að álíta svo Ijóst, að ekki verði sannað 
eða þurfi að sanna, því eitthvað verður að leggja til grund- 
vallar líkt og í húsgjörð, og hinn neðsti grundvöllur verður 
ekki hlaðinn eða bygður, því einhverstaðar verður að byrja. 

2. Placitum (Venja) er sú sögn, er segir, að eitthvað sé gjört, sem 
gjarna mætti vera öðruvísi, þar það sé ekki við brýna nauðsyn 
bundið. 

3. Postulatum (Krafa) er verk, sem ekki þarf að kenna, néheld- 
ursanna, að þess aðferð sé rétt. 

4. Theorema (Lærdómsgrein) er sögn, sem þarf að sanna. Hennar 
partar eru: Hypothesis (Skilyrði), er getur haft í sér einaeða 
fleiri sagnir, og Thesis (Setning). Sönnunin (Demonstratio) er 
framsett með ályktunum , svo að nauðsyn setningarinnar verði 
skiUn. 

5. Problema (Verkefni) heímtar eitthvað. framkvæmt, sem ei er 
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mögulegt nema með fleirum atvikum, er þarf að kenna og 
sanna. Solutío (Úrlausn) er kenningiOy og verður að sanna 
að bún dugí. • 

6. Defmitio (Orðþýðing) ertakmörkun hugmyndar, sem með orð* 
inu táknast. 

7. Corollarium (Viðbót) er sögn, sem hægt er að íinna og sanna 
af næstundangangandi aðalsögn, lærdómsgrein eða orðþýðingu. 
Viðbótin er því framsett án sönnunar. 

8. Lemma (Lánssögn) ersögn, er á heima í annari visíndagreiOy 
en skýrir þó umtalsefnið. 

9. Scholion (Skýring) er sérhvað, sem sagt verður til frekari skýr- 
ingar, en er ekki eins reglum bundið sem hinar áður töldu 
sagnir. 

þessar greiníngar málsgrcinanna hafa menn nú á síðari tím- 
um að mestu aflagt, og svo munum vér einnig gjöra, en halda 
þcim að eins áfram hér um bíl í talningunni og hinum 4 höf- 
uðgreinum : samlagningu, frádragningu, margföldun og deilingu, 
til að sýna dæmi upp á slíkar málsgreinir. 

Talning, (Numeratio). 

í. í 4. tðlulið inngangsins er sagt, að tala sð sundurlausrar 
stærðar samburður við eininguna. I>essi samburður framkvæmist 
þannig, að menn hafa komið sér saman um fastsetta röð af orð- 
um; nefna menn svo orð við hverja einingu í stærðinni, unz 
uppunnið hafa allar einingarnar í henni einu sinni. það orð í 
röðinni, sem seinasta einingin fær, segirþá til, hversu opt ein- 
ingin er innifalin í stærðinni. 

2. Deílnitio. I>essí aðferð að mæia stærðina með eining- 
imni heitir að telja, orðin heita tölur, og orðaröðin hin eðlilega 
talnaröð. 

3. Placitum. Hin eðiilega talnaröð, sem vér íslendingar 
liöfum, er: 

einn, tveir, þrír, fjórir, flmm, o. s. frv. 

En i skrifl nota menn þessa indversku"^ tölustafl: 

1234567890 
hvar af (NúII) þýðir, að þar sé engin eining, heldur autt rúm 
eða sæti. £n til þess að aldrei þrjóti tölur eða tölu teikn, nota 

*) A(b þeir sé iudTerskir^ sjá Uaukt Erleiidssonar Algoritbtnus. 
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mcnn sömu tölustafina upp aptur og aptur eptir jafnlangar um- 
ferðir. J>egar búið er að telja 9, skrifa menn með 1 fyrir 
framan, þannig: 10, er þýðir tíu, eða 1 Tug og enga einingu. 
Dmferðin heitir Tugur (Decas), talingaraðferðin Tugakerfi (Decadica, 
Decadik). f>egar tuttugu einingar eru komnar, rila menn 20, er 
þýðir, að umferðin sé tvisvarkomin íkring, og engin einingfram 
yfir. þannig telur annar stafurinn frá hægri hendi umferðirnar eða 
tugina. í>egar hundrað eða lOsinnumlO erkomið, skrifastlOO, 
það er eitt hundrað, enginn tugur og engin eining; þannígtelur 
þriðji stafurinn frá hœgri hendi hundruðin. Umferðirnar mynda 
nokkurs konar einingastéttir (Ordines), sem alt af verða hærri og 
hærri, eplir því sem talan vex, og tölustafurinn færist nær vinstri 
hendi. Einingastéttirnar heita þannig : 

. Einingar « . trillíónir 

. tugir . tíu 

. hundruð . hundrað 



r þúsundir 




r þúsund 


^l 


. tugir 


cn 


. 10 þúsund 


«• 


. hundruð 


3 


. 100 þúsund 




r. .- raillíónir 




^ r kvaðrilliónir 




. tugir 


?. 


. tíu 




\ hundruð 




. hundruð 


5. 


r þúsundir 


9» 


r þúsund 


o^ 


. tíu 


ll 


. 10 þúsund 


c^ 

s 

- 


. hundrað 


8» ^* 


. 100 þúsund 




ci r bilhönir 




M9 r kvinkvillíónir 




. tíu 


O^ 


. tíu 




. hundrað 


>i 


. hundruð 


5* 


r þúsund 


D 


.•^ þúsund 


*l 


. tíu 




. 10 þúsund 


p 

0» 


. hundrað 


0%3 


. 100 þúsund 





4. Problema. Að lesa tölu mikla ritaða í tugakerfi. So- 
lutio: l,Skipt tölunni í flokka frá hægri heudi til vinstri, aðþrír 
stafir verði í hverjum ; en næst vinstri verða þá annaðhvort þrír 
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tveir i}ða eiDn seinast í flokki. 2, í bverjiim þriggja stafa flokki 
eru þá í röð 

Hundruð, Tugir, Einingar. 
Núllin lesast ekki og ei heldur orðiö »einingar«,t. a. m.: 
456, les fjögur hundruð flmmtíu og sex, og nefn flokksnafuið. 
406, les fjögur hundruð og sex, nefn flokksnafnið. 
056, les flmmtíu og sex, nefn flokksnafnið. 
006, les sex, og nefn flokksnafnið. 
000, lesist alls ekki, ef það er þúsundaflokkur, en sé það síðari 

hluti millíónakafla, þá nefn að eins millíónanafnið. 
Sé heill millíónakafli auður, 000,000, þá nefnist þar ekki millióna 
nafn. 

3. Yfir einingastaf í þriðja, flmta, sjöunda, níunda flokki 
(0. s. frv.) rita 1 2 3.4 

er þýðir millíónir, billíónir, trillíónir, kvaðriUíónir, og nefnast 
þær sem einingar, þegar kaflinn endar^ en annarstaðar netnast 
aldrei neinar miliíónastéttir. 

4. Með nokkrum vana má lesa úr stórri tölu, án þess að 
gjöra nein merki í bókina, með því að styðja fingri eða oddi 
niður milli millíónakaflanna, þess vegna eptir sjötta hvern staf, 
I ellegar mæla út með augunum eintóma sexslafakafla frá hœgri 
hendi til vinstri, og telja þá um leið. þá stafi, sem afgangs verða 
vinstra megin, má lesa eins og undirkafla, og nefna m^eð því 
milliónastettar nafni, sem kent er við tölu hinna afmældu kafla. 
Hinir eptirfylgjandi sexstafakaflar takast svo einn eptir annan og 
kennast við lækkandi millíónastéttir. 

Demonstratio. Með þessu móti greinast einingastéttirnar svo 
glögglega hver frá annari, að hvergi verði samslengt, og þá má fá 
imyndun um, hvað opt stærðin innibindur í sér eininguna. 
Dæmi. 

V,O2O,O30,O04,00",O5O,00oV60,0OO,OO7,0O0,000,O80,00O,00O, 

09 0,000,000,00 1 ,000,000,000,00 1 , 1 00,000,000,000, 1 20,000. 
Ein 14 mælt millíón*, 20 þúsund og 30 þrettánmæltar millíónir, 
4 þúsund tólfmæltar millíónír, 50 þiisund ellefumæltar millíónir, 
60 þúsund tímæltar miUíónir, 7 þúsund nímæltar millíónir, 80 

*) f)e8si a<bferT) ab íslenzka millíónastéttirnar, er eptir Ólaf Secretera Ola- 
Tius í hans talnalist bls. 13. 
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áttmæltar miUíÓDÍr, 90 þúsuod scxmæitar miilíónir, 1 fimmælt 
millíón, 1 þrímœlt millíón, 100 þúsund tvímœltar millíónir, 120 
þúsund. 

Merkl í Fránkaríki þ;ýðir ekki biliíón, trilliön, kvaðrilhön, 
kvinkvillíón o. s. frv. millíónföldun hins lægra millíónakyns eða 
stétlar eins og í (3) var gjört ráð fyrir og sem gildir í Danmörk 
og I>ýzkalandi; heldur þýðir bíllíón að eins þúsund miUíónir, 
trillíón þúsund bíllíónir o. s. frv. þúsundfalt bið undangengna. 

5. Yiðbót. það er auðskilið, að ekki er ðldungis nauðsyn- 
legt að láta umferð kerfísins vera tíu, eða telja tii tíu, eins og 
í lugakerfinu er gjört ; fingurnir hafa gefið mðnnum tilefni til 
þess. Menn hafa hliðsjón af fíeiri kerfum til að skýra fyrir sér 
ýmisleg eðli tugakerfísins. þannig skoða menn Tvistarkerfið 
(Dyadik), þristarkerfið (Triadik), Fimtarkerfið (Pentadik), o. s. frv. 

6. Theor. í sérhverju tölukerfí eru merkjandi stafírnir ein- 
um færri en einingarnar í umferðinni; en umferð hver fyllist, 
þegar Núll kemur ásamt merkjanda staf fyrír framan, er teiur, 
hvað margar umferðir komnar sé í kring. 

I>annig er umferðin i flmtarkerfi: 
1 2 3 4 10 
og í átjándarkerfi 

123456789 (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) 10. 
Dem. þar tugakerfið er fyrirmynd allra slíkra kerfa, þá er hægt 
að sjá, að í því eru einungis níu stafir merkjandi, og þegar 
tugurinn er kominn, þá táknast hann með Núlli, sem þýðir autt 
sœti eða enga einingu, og með 1 fyrir framan, sem þýðir, að 1 
tugur sð kominn. 

7. Schol. I>ar stafirnir í tugakerfinu, sem að eins eru 9, 
ekki nægðu til að tákna alla stafína í átjándarkerfinn, sem eru 
17, þá varð að bæta við nýjum töluteiknum, sem hér lokast í 
sviga (10) (11) og eiga að álítast sem einn stafur væri. 

8. Probl. Að gefa sýnishorn af misgðngum umferða í 
ýmíslegum kerfum. 
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í tvlsUr- 
kerS 


þrlstar- 
kerfl 


Qarka- 
kerfl 


flmtar- 
kerfl 


tylftar- 
kerfl 


Einn skrifast 
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1 


1 


1 


l 


Tveir 


10 


2 


2 


2 


2 


frír 


11 


10 


3 


8 


3 


Fjórir 


100 


11 


10 


4 


4 


Fimm 


101 


12 


11 


10 


5 


Sex 


110 


20 


12 


11 


6 


Sjö 


111 


21 


13 


12 


7 


Átta 


1000 


22 


20 


13 


8 


Níu 


1001 


100 


21 


14 


9 


Tíu 


1010 


101 


22 


20 


(tO) 


Ellefu 


1011 


102 


23 


21 


(U) 


Tólf 


1100 


110 


30 


22 


10 


Ðemonstratio. 










Tólf er 


1 tvistur 


þriðju stéttar 


(o: 8) < 


)g 1 tvistur 


annarar 



stéttar (o: 4). En 8 og 4 er 12. 

Tólf er einnig 1 þristur annarar stéttar (o : 9) og 1 þristur fyrstu 

stéttar (o: 3), en 9 og 3 er 12. 

Tólf er einnig 3 fjarkar fyrstu stéttar, en 3svar 4 er 12. 

Tólf er einnig 2 fimtir fyrstu stéltar (o: 10) og tvœr einingar að 

auki, en 10 og 2 eru 12. 

Tólf er loksins 1 tylft fyrstu stéttar (o: 12) og ekkert að auki, 

en 12 og er 12. 

í fyrsta staf næst hægri hendi eru einingar fyrstu stéttar; í öðr- 

um staf umferðir fyrstu stéltar, í þriðja staf umferðir annarar 

stéttar, í fjórða staf umferðir þriðju stéttar, o. s. frv. 

9. Probl. Að framsetja i alment gildanda formkorni (For- 
mula) lögmálið fyrir rítun í öUum sUkum tölukerfum. 
Solutio. 

fcUl^ (- eU-* + dU ' + cU^ + b\] + a. 

a segir tii, hvað margar sé einingar fyrstu stéttar, U er um- 
ferðin, sem kerfið er kent við (Uundín); i tugakerönu er U 
sama sem 10. 

h segir til, hvað margar sé umferðír fyrstu stéttar komnar, eða 
hvað mörg U. Liðurinn 6U getur skoðazt eins og viðkend tala, 
þar sem b er talan i, en U nafnið, eins og þar stæði skamm- 
stafað: b umferðir fyrstu stéttar. 
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U* er umferð annarar stéltar, eða U sinmim U. í tugakerflnu 
er U^ saraa sem 10 sinnum 10 eða 100. Með sama hætti er: 
U^ U*, U5,....UH- 

umferð þriðju, fjórðu, fimtu . . . . jxtn stéltar, þar í er U* sama 
sem U sinnum U^, U^ er U sinnum U% og svo framvegis, enUl^ 
eða umferð [xtu stéttar er hin hæsta, sem i hverri tiltekinni tölu 
liggur, c, d, e""1i segir til, hvað margar sé komnar af hverri 
einingastétt. En a telur engar umferðir, heldur einingar. 
Merkið + þýðir, að stærðirnar, sem hægra megin þess standa, 
sé fram yGr þær, sem vinstra megin þess eru. Punktaröðin, 
sem stendur milli Hðanna eU^ og fcUP-, merkir óákveðinn liða- 
fjölda; en liðir kallast það, sem greint er með -|- frá öðru. 
Stafirnir a, b, c, d, e.-..fc geta merkt allartölur, sem minni eru 
en U ; í>eir geta h'ka hver fyrir sig merkt o, nema h einsamalt, 
því ef h er o, þá skrifa menn ekki þann lið eða tölustaf. f>annig 
verður þá stafafjöldi töiunnar ætíð 1x4- 1, eða einum fieiri en 
umferðastéttir tölunnar. 
j>egar kunnug er umferð kerfisins, má í riti sleppa öllum nöfn- 

unum UP-, U^^U-'^jU^jU, því umferða og einingastéttirnar þekkj- 

ast af sætunum, þegar tölustafirnir eru settir hver bjá öðrum, 
þannig : 

fe - . • • edcba, 
byrja meon svo að telja umferðastéttirnar á b, en einingastétt- 
irnar á a. 
Sönnunin flýtur af 7<ia og 8«ia tölulið. 

10. Probl. (handa þeim, sem lært hafa áður þær algengu 4 
höfuðgreinír í reikningi). Að rita sérhverja gefna tölu í hverju 
kerfi er vill. 

Solutio. 
1. Margfalda umferð U liins nýja kerfis i sjálfa sig, þá finnurðu 
U^, margfalda aptur U^ með U, fæst þá U^, svo U^ með U, fæst 
þá U^ 0. s. frv. livað af hverju, þangað til hin útkomandi tala 
verður stærri en hin gefna. 2. þegar þú sér, að hin útkomandi 
tala er orðin stærri en hin gefna, þá kasta þeirri útkomnu, en 
hirð hina næst minni, er við margföldunina framkom, því hún 
er UP-, og [1. er umferðarstéttin, og hefir [x í sér eins margar 
einingar sem U vorumörg tekin í margföldununum, að fráreikn- 
uðu því, sem burtvarpað var. 3. Með Ul^ skal deila hinni gefnu 
tölu. Hlutatalan verður þá h; en afganginum (ef hann verður 
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nokkur), skal deila með næstu umferðastétt fyrir neðan US^. 
niutatalan verður tala umferða þeírrar stéttar. þessu skal á- 
framhalda, unz fengnar eru lægstu umferðirnar b, og þeirra af- 
gangur, sem segir einingarnar a. 

Ðæmi. Ef rita skyldi ártalið 1855 í flmtarkerí], þá er: 

U= 5 

U^= 5 sinnum 5 =25 

U»= 5 sinnum 25 =125 

U^= 5 sinnum 125 = 625 

U*= 5 sinnum 625 = 3125. 
En U5= 3125 er ofstórlala, og er ekki fólgin í 1855, þá erUP- 
= U* og |x = 4, en [j. + 1 = 5 er stafafjöldinn, þegar skrifa skal 
1855 f flmtarkeríi. Nú koma deilingarnar. 

m= 625) 1855 (2 = e 
1250 



U'= 125) 


605 (4 = d 
500 


U»= 25) 


105 (5 = c 
100 


U = 5) 


5 (1 = 6 
5 



= a. 

þá er ártalið f nmtarkerQ = 2U^ + 4U» + 4U» + lU + = 
24410, sem má lesa 2 fimtir fjórðu stéttar, 4 flmtir þriðju stélt- 
ar, 4 fimtir annarar stéttar, 1 flmt og engin eining. 
Nú skal rita sama ártal i átjándarkerfl : 
U= 18 

U*= 18 sinnum 18 = 324 
U»= 18 sinnum 324 = 6832 ofstórt. 
Ui»- er þá 324 og {j. = 2, n + l = 8 og stafaQöldinn = 3. 
j^á kemur til deilinganna : 

U»= 324) 1855 (5 = c 

1620 
U = 18) 235 (13 = b 
18 
55 
54 



1 = o. 
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Ártalið verður þá í átjándarkeríi 

5U3 + Í3U + 1 = 5 (13) 1. 
I>að má lesa 5 átjándir átjánda 13 átjándir og 1. 

11. Probl. (handa þelm, sera vita þær 4 höfuðgreinir í reikn- 
ingi). Að snúa sérhverju löhikerfi í lugakerfi. 

Solutio: 1. Finn með margföldun svo margar stétta umferðir sem 

þarf, eins og í 10. tölulið. 2. Margfalda svo hverja stéttar um- 

ferð með sínum tölustaf og legg saman. 

Dæmi. Snú 24410, sem er f fimtarkerfi, aptur í tugakerfi. 

f>ar í erU= 5, U2= 5 sinnum 5 = 25, U^=125, U^= 625, 

sjá (10). |>á verður 

24410 = 2U^+ 4U»+ 4U2+ lU + 0. 

fá er: 

2U^= 2.625 = 1250 
4U3= 4.125 = 500 
4U^= 4. 25 = 100 

1U = 1. 5 = 5^ 

1855, samber (10). 
Eins má snúa tölunni 5 (13) 1, sem er i átjándarkerfi, þannig: 
U = 18, U2= 324, þá 
5U2= 5.324 = 1620 
13U= 13. 18 = 234 

a = 1 = l^ 

1854, samber (10). 

12. Skýring. |>ar það er regla í raathematiskum kerfum, að 
taka ekkert fyrir sig fram, sem ekki er kennt og skýrt áður, þá 
kann sumum sýnast það sé hér gjört í undanganganda 10. og 
11. tölulið, þar ekki er búið að kenna og sanna þær 4 höfuð- 
greinir reikningslistarinnar. En bér er gjört ráð fyrir, að hin 
fremjandi reiitningslisl sé lærð áður en hin skoðandi tölvísi, eða 
að menn læri hina algengu reikningslist áður en menn fara að 
skoða hana heimspekilega. Hér þótti leitt að sh'ta umtalsefnið 
sundur fyrir það, þó þær 4 höfuðgreinir ekki væri umtalaðarað- 
ur, með því líka hægt er hverjum einum að hlaupa yfir þessa 
tvo töluliði, þangað lil hann hefir lesið um þær 4 höfuðgreinir. 
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Þær 4 höfuögreiiiir (Species). 
Samlagning (Additio). 

13. Frumsögn. Tala sömu taldra eininga er ekki utan ein, 
i hvaða roð sem þær eru taldar; eða heildin heíir í sér vissaa 
fjölda eininga. 

1. Viðbót. Telja má sörau einingar í hverri röð sem vill; 
þær verða alia vega jafnmargar. 

Skýring. Til dæmis má taka deplana í þessari heild 



12 3 4 5 6 7 8 fyrsta talning 
8 7 6 5 4 3 2 1 önnur talning 
8 4 3 12 5 6 7 þriðja talning 
0. s. frv. 

14. Orðþýðingar. Summa eða samtala er tala, sem í einu 
lagi hermir allar einingarnar í tveimur eða fíeiri sundurgreindum 
samkynja tölum. þær sundurgreindu töhir heita samleggjendur 
(Addendi), og að fmna summuna heitir að leggja saman (Addere). 

1. Viðbót. Addera er þá einnig að samansetja heildina (To- 
tum) af deildum sínum (Partes), þegar deildirnar eru framseltar 
í tölum, láta svo heildína framkoma sem tölu. 

2. Viðbót. Samleggjendurnir hljóta að vera samkynja, annars 
gjöra þeir enga heild, nema þeim sé útvegað sameiginlegt nafn, 
t. a. m. ekki verður lagt saman 4 hestar og 5 kj'r, því heildin 
verður hvorki 9 hestar né 9 kýr, heldur verður það 9 stórgripir. 

15. Venja. Samlagning er kunngjðrð með +, er heitir 
Plus, og sezt á milli samleggjandanna. 

16. Skýring. Samlagning er þannig kunngjörð: 

a = 6 + c + do. s. frv. eða 
Heild = Deild + Deild + Deild o. s. frv. 
Merkið = heitir Jafnaðarmerki (Signum œqualitatis) og táknar 
það, að stærðirnar báðum megin við það sé jafnar sín á milli. 

17. Verkefni. Við eina tölu = a að telja aðra tölu = b. 
Úrlausn. Talan a hefir sitt sœti í hinni eðlílegu talnaröð, 

nefn þá hið næsta töluorð við hina fyrslu einingu í b, og svo 
hvað af hverju nefn orðin í framhaldi talnaraðarinnar, unz allar 
einingarnar í b hafa fengið sitt töluorð, þá segir seinasta tölu- 
orðið, hvað margar sé ciningarnar i a og b til samans, eða í 
a + 6. 
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Sönniin. þegar talan a er lögð lil grundvallar, er gjört ráð 
fyrir, að talnaröðin haB í henni verið byrjuð frá upphafi, og 
haidið áfram, unz allar einingarnarí a voru taldar, eptir (1). En 
í tölunni b er ekki byrjað áupphafi talnaraðarinnar, heldur lesið 
framhald hennar við einingarnar í b, unz allar eru taldar. Með 
þessari aðferð eru þá taldar einingarnar i heildinni eptír (I). 

18. Lærdómsgrein. |>að kemur fyrir eitt, í hvaða röð lagt 
er saman. I>ví eíningarnar í heíldínní eru hinar sömu, í hvaða 
röð sera þær eru taldar (13). 

3 + 4 = 4 + 3=7 

... I .... = heild 

12 3 12 3 4 talning í deildunum 

123 4567 = 3 + 4 samantalning = 7 

7 65 4321=4 + 3 samantalning = 7 

|>að má einnig skiljast þannig: þó að deildirnar flytjist fram og 

aptur í heildinni, þá breytist ekki einingafjöldínn i heildinni fyrir 

það. í ótilteknum tölum táknast þetta þannig: 
a -{- b = b + a 

eða ef addendi eru 3 

a_|-5_|_c = ö + a + c = c + 6 + a o. 8. frv. 

19. Krafa. Menn vita utanbókar summur sérhverra tveggja 
talna fyrir innan 10, annaðhvort af daglegum vana, ellegar af 
samiagningartöfíunni. 

20. Verkefni. Að leggja saman tölur ritaðar i tugakerfi. 
Úrlausn. Eér i er það seinlegt að telja viðeptir (17). I>ess 

vegna rita tölurnar hverja undir aðra, svo að sömu stéttar ein- 
ingar standi hver niður undan annari; byrja siðan hægra megín, 
og legg saman hvern dálk sér i lagi og rita undir stryk summ- 
una; verði nokkurstaðar summan meiri en 9, þá tak þar af svo 
margar einingar næstu stéttar fyrir ofan sem má, og legg við 
.næstu röð vinstra megin. En það sem fram yfir er skrifast undir 
röðina, sem þú varst að leggja saman. 
Ðæmi: 

678345 Hér kveð svo að orði: 4 og 1 er 5, og 5 er 10; 

5321 tugurinn leggst við tugina, en skrifast hér undir. 

4894 1 og 9 er 10, og 2 er 12, og 4 er 16; skrifa 6; 

g335gQ 1 og 8 er 9, og 3 er 12, og 3 er 15, skrifa 5, 

geym 1 ; svo 1 og 4 er 5, og 5 er 10, og8erl8, 

skrifa 8, geym 1 . 1 og 7 er 8, skrifa 8, og 6 niður. 
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Sönnun : 

Skammstafanir: hþ = hundraðþiisundir, tþ == tíuþúsundir, þús 

= þúsundir, hundr = hundruð. 

678345 = 6 hþ + 7 tþ + 8 þús + 3 hundr 4 t + 5 



5321 = 

4894 = 



5 +3 +2 +1 
4 +8 +9 +4 



10 = 

15. = 

14.. = 

17... = 



10 = 1 1 + 

15tugir=lh 5* 
14 hundr= 1 þús 4 h 
17þús= Itþ + 7 þ . 



67 . . . . = 6 hþ + 7 tþ = 6 hþ 7 tþ . . . 

688560 = 6 hþ + 8tþ + 8þ + 5h+6t + 

f>ar það kemur fyrir eitt, í hvaða röð lagt er saman (18), þá má 
sundra sérhvern samleggjanda í sínar stéttir (9), leggja svo hverja 
stéttsaman fyrir sig, þar samleggjendur hijóla að vera samkynja 
(14, 2). I>egar buið er að leggja við hverja stétt það sem til hennar 
heOr safnazt frá hinum lægri stéltum, þá eru allar stéttir heild- 
arinnar framkomnar, eins og á að vera. Vinslra megin við 
jafnaðarmerkið sést hér, hvernig má leggja saman án þess að 
geyma, þó ekki sé vert að breyta eptir því. 

21. Verkefni. Að leggja saman ólilteknar tölur. 

Úrlausn. Sé hinar ótilteknu tölur táknaðar með ýmislegum 

bókstöfum, þá verða þær ekki samanlagðar öðruvísi en að rita 

stafina í línu með + á milll, t. a. m. ef a, h, c eiga að leggj- 

ast saman, þá er summan a + 6 + c. En komi sömu staíir 

fyrir optar en einu sinni, þá skrifast sá stafur einungis einu 

sinni, með tölustaf fyrir framan, er segir, hvað opt hann kemur, 

t. a. m. 

a + a + a = 3. a. 

f)essi tala framan við bókstafinn heitir Coefflcient (samverkandi). 

Komi fleiri samverkendur, þá leggjast þeir saman, t. a. m. 

3a + 4a + 2a = 9a. 

Stundum er Coefficientinn ótiltekinn, og þá er bókstafur setturí 

coefficients stað, og er það þá ekki nema stundum, að hann kallist 

coefficient t. a. m. ma, og þýðir það, að a komi fyrir msinnum. 

Nú getur ma komið nokkrum sinnum, og skrifast þá þar við coefB- 

cicnt t. a. m. 8ma. Verði sá coefficient ótiltekinn, er bókstafur 
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settur fyrir liann t. d. nma. Korni nú bókstafur eins opt fyrir 
og í honum eru margar einingar, þá skrifast ógjarna aa, heldur 
a^. Eins skrifast m^ fyrir mmm. I>essi litla tala við efra horn- 
ið á stafnum heitir Exponens (vísir). Vísirinn getur verið ótil- 
tekinn, og táknast þá með bókstaf svo sem m", sem er lesið m 
í n** veldi, eða styttra: m í n*^ Ekki má í samlagningu leggja 
saman vísa, svo sem m'* + m® er ekki m*, heldur verður að 
skrifast m^ + m^ ellegar (1 + m)m*, því m^ = mm*, þess 
vegna m^ + mm'^ = Im'* + mm* = (1 + m)m^. Bókstafur 
með vísi kallast veldi (Potestas eða Potentia) og sé ýmisiegir 
coefficientar við sama veidi, þá má leggjasaman coefBcientana í 
samlagningu svo sera 

2m3 + 5m^ + Im^ == 14m» 
Svo verður þá reglan, að aldrei má leggja coefficienta saman, 
nema bókstafir og þeirra exponentar sé hinir sðmu. 

Sönnun. Ýmislegir bókstafir og ýmísleg veldi mega ekki 
saman leggjast, eða geta það ekki, af því það eru ósamkynja 
stærðir (14, 2), meðan ekki er kunnugt eða tiltekið, hvað hver 
bókstafur merkir í tölum. Coefficientarnir eru tölur, sem telja 
bókstafina, hvers vegna stafurinn er eining coefflcientsins. I>annig 
var í dæminu 

3a + 4a + 2a = 9a 
einungis talin saman a, sem eru hér samtals 9. Nú skyldi 
síðar koma það ástand, að a væri Í2, þá segir þetta dæmi mér: 
Ssvar 12 og 4 sinnum 12 og 2svar 12 sé til samans 9 sinnum 
12, sem er 108. |>ar á móti verður ekki samanlagt 

3a + 46 + 2c, 
því það er ósamkynja, meðan það er f bókstöfunum, þó það verði 
samkynja, þegar það er orðið að tölum. Ósamkynja er einnig 
3m + 4m^ og má ekki leggja saman coefficientana þar í, því 
það verður hvorki Im né Im^, eða neitt annað 7 sinnum. það 
verður því að skrifast hvað hjá öðru án samlagningar eins og í 
reikningslistinni ríkisdalir og skildingar. 3 rd. 4 skildingar má 
ekki samanleggjast þannig, að það sé 7 rd. eða 7 skildingar, af 
þvíþað er ckki samkynja, þó hvorttveggja sé peningar, en afþví 
það eru peningar, má það að eins skrifast hvað hjá öðru ellegar 
gjörast samkynja með kynbreylingu. 

22. Áð leggja saman tölur í óUIteknu tölukerfi, svo sem : 
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5U»+ 


0U»+ 


7U + 


6 


8U»+ 


9U»+ 


4U + 


3 




6U»+ 


3U + 







4U»+ 


2U + 


1 




8U2+ 


OU + 


7 



Úrlausn: 13U»+ ÍW+ 16U + 17. 
SðDnun: Samkynja stærðir eru hér samanlagðar; en ekki 
\erður kynbreitt né lægri stéltir gjðrðar að hærri stéttum, meðan 
menn ekki vita eða tiltaka, hvað margar einingar lægri stéttar 
fylla eina af hærri stétt. 

Vilji eg láta þetla vera tugakerfl, þá er : 
13U»= U-»+ 3U' 
27U»= 2U-''+ 7U» 

16U = U»+ 6U 

17 = U + 7 

U-*+ 5U='+ 8U2+ 7U + 7 
og er þessi summa sama sem 15877 í tugakerfl, eins og lagt 

hefði verið saman: 

5076 

8943 
630 
421 
807 



15877 
J»ar á móti ef 13U» + 27U» + 16U + 17 œtti að vera tylftar- 
kerfl, þá væri : 

13U' = U* + U^ 
27U2 = 2U9 + SU^ 

16U = U» + 4U 

17 = U + 5 



U* + 3U» + 4U3 + 5U + 5 

sama sem 13455 í tylftarkerfl, eins og lagt hefði verið saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 

13455 í tylftarkerfl. 
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23. Friiinsagnir. 



1. Jafnar stærði'r lagðar við jafnar stærðir gefa jafaar suramur. 
t. (1. 7 = 3 + 4 a = b + c 

6 = 5 + 1 d = e + f 

13 = 8 + 5 a + d = b + c + e + f. 

2. Jafoar stærðír lagðar við ójafnar, eliegar ójafnar stærðir lagðar 
við jafnar, gefa ójafnar summur; hið meira verður þar, hvar 

a > b + c 
d^ e + f 



meira 


var 


samanlagt. 


10 


> 


4 


+ 


5 


6 


= 


5 


+ 


1 


16 


> 


9 


+ 


6 


20 


; 


12 


+ 


8 


12 


< 


14 


+ 


2 



a + d>b + c + e + f. 



a ==^ b + c 
d<:e + f 



32 < 26 +10 a + d<:b + c + e + f. 

Merkin <, minna merkið, og >, stærra merkið (Signa minoritatis 
ý majoritatis) tákna, að sú slærðin se meiri, sem opin snúa að, 
og sú minni, sem oddarnir snúa að. 

24. Yerkefni. Að leggja saman viðkendar tölur. 
Úrlausn. Viðkendar lölur (inng. 5.) og margskonar leggjast sam- 

an eptir sömu reglum, að það, sem er sama kyns, er lagt sam- 

an, en ýmiskonar rilast hvað hjá öðru t. d. 

Lyfjavigt 6 ® 4 Únziur bDrökmur 2Skriiplar íbGrön, 

5_ 3 — 4 1 12 — 

7-, 3 _ 3 2 8 — 

1 8 ® 1 1 Únziur 6 Drökmur » SkrúpJar 1 5 Grön, 
(15 + 12 + 8) Grön = 35 grön = 1 skrúpull + 15 grön. 
Skrúpullinn legst við skriiplana, |>á (1 + 2 + 1 + 2) ékrúpU 
ar = 6 skrúplar = 2 drökmur, |>ær leggjast við drökmurnar 
(2 + 3 + 4 + 5) drökmur =14 drökmur = 1 únzia 6 drökm- 
ur. tTnxianlegst við únziurnar (1 + 3 + 3 + 4) únziur = 
11 tínziur. (7 + 5 + 6) « = 18 «. 

Frádragning (Subtraetio), 

25. Orðþýðingar. Mismunur (Differentta)eT sá samleggjandi, 
er með öðrum gefnum samleggjanda fyllir gefna summu. Hinn 
gefni samleggjandi heitir Frádragi (Subtrahendus), hia gefna 

2 
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summa heitir Minkandi (Minuendus). Að leita mismunaríns 
heitir að draga frá {Subtrahere), og athöfnin Frádragning (Sub" 
traclio). 

1. Viðbót. Að draga frá, er þá af kunnugri heild oghenn- 
ar deild að flnna hennar fyilandi deild. 

2. Viðbót. Frádragi og mismunur samanlagðir eru jafnir 
^ninkanda. 

3. Viðbót. Mismunur dreginn frá minkanda gefur frádraga, 
26. Venja. Frádragningarmerkið er — (Minus); og þá stend- 

ur minkandi vinslra megin þess, en frádragi hægra megin t. d. 
8 — 5 = 3, er lesið: 8 minus 5 er 3, eða 8 að frádregnum 
5 er 3. Talan, sem hægra megin við — stendur, er ætíð frá- 
dragi . 

1. Viðbót. fegar notuð eru merkin + og — , þá máfram- 
selja samband samlagningar og frádagningar í þessum þremur 
sögnum : 
I. m = s + d eða heild = deild + deild, 

II. m — 8 = d I eða heild — deild = annari deild, 

III. m — d =^ s ] eða heild — fyllideild = deild. 

Hér þýðir m Minuendus, s Subtrahendus, d Differentia, og 
hvenœr sem sú eina afþessum sögnum er sannleikur, þáeru þær 
allar 3 sannar; svo þar af má ætíð áiykta hinar tvœr af einni 
þeirra, t.a. m. Ártal Krists er heild samsett af tveimur deildura: 
fæðingarártali manns og aldri hans ; þá má setja heildína jafna 
deildum sínum samanlögðum þannig : 

I. Ártal Krists = fæðingarártal + aldur. 

II. Ártal Krists — fæðingarárlal = aldur. 

III. Ártal Krists — aldur = fœðingarártal. 

Viti eg yOrstandanda ártal Krists og aldur minn, þá fæ eg með 
frádragningu fæðingarártal mitt eptir III; viti eg ártal Krists og 
fæðingarártal mitt, fæ eg með frádragningu aldur minn eptir II. 
Viti eg bæði fæðingarártal mitt og aldur minn, þá fæ eg ártal 
Krists með samlagningu eptir I. Vilji einhver hafa þetta dæmi 
í tiiteknum tölum, þá sé ártal Krists = 1855, fæðingarártalið 
= 1788, þá er eptir II 1855—1788 = 67 sem eraldurinn. fá 
standa þessir þrír reikningar heima : 
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Addendi l ^^ , .., 
I 67 deild 



Summa 1855 eptírl. 
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Minuendus 1855 heíld 
Subfrahend.íl 88 deild 



3íinA8b^ heild 
Sbtr, 67 deild 



Differentia 67 eða DiffA188 eða 
deild eplir II. deild. eptir III. 

2. Viðbót. Eins og í samlagniagu skipta má um samleggj- 
endur, svo má í frádragningu skipta um frádraga og mismun. 
Merk. I^að hjálpar mðnnum mjög mikið áfram í stærðafræði og 
tölvísi, að hugleiða, hverníg stærðirnar raða sér niður 1 heildir 
og deildir. 

3. Yiðbót. f frádragningu skoðast heildin eins og samsett af 
tveimur deildum. En þetta má að nokkru leyti h'ka segjast um 
samlagningu,því þó fleiri tölur eigi'saman að leggja, þáerualtaf 
teknar tvœr í einu, og samanlagðar, kemur þá summa, sem einnig 
er tala, og við þá tölu legst hin þriðja, svo alt af eru tvær töl- 
ur hafðar undír í einu. 

4. Yiðbót. f>ar tölurnar í frádragningunní eru hinar somu 
sem í samlagningunni, þá leiðir þar af, að ekki verður frádregið, 
nema tölurnar sé samkynja. 

5. Viðbót. Reyna má samlagningu og frádragningu hvort 
rélt sé reiknaðar cða ekki, eptir sögnunum I, II, eða III í þess- 
um tölulið. Samlagningin reynist með II eða III, en frádragn- 
ingin með samlagningu eptir I, ellegar frádragning með frádragn- 
ingu eptír III. Annars reynist samlagning hægast með því að 
leggja saman ( annari eða gcignstæðri röð, þar það á að koma 
fyrir eitt, í hvaða röð lagt er saman (18). 

26. Lærdómsgreín. Vaxi minuendus, þegar subtrahendus 
stendur í stað, vex einnig differentia. Vaxi $ubtrahendu9, en 
minuendus standi í stað, þá minkar differentia; og þvert á móti, 
ef minuendus minkar eða subtrahendus, þá minkar eða vex 
differentia. 

Sönnun. því stærri sem summan verður, meðan hinn kunni 
samleggjandi stendur í stað, því stærri verður hinn annar sam- 
leggjandi, sem fyllir summuna. I>ar á móti, ef summán stendur 
í stað, og hinn kunni samleggjandi vex, þá verður hinn annar, 
sem fyiia skal summuna, að minka. 

Hér vex minuenduso^ þess vegna differentia, þegarsuftíra- 
hendus slendur í stað. 

2* 
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15— 8= 7 

16— 8= 8 

17— 8= 9 

18— 8=10 

llér vex subtrahenduSy en tninuendus stendur í stað. 
15— 8=2 7 
15— 9= 6 
15 — 10= 5 
15 — 11= 4 
37. Verkefni. Að draga eina tölu frá annari í tugakerfí, 
einkum þegar tölurnar eru stórar. 

Úrlausn. Rita tölurnar hvefja undir aðra, að samkynja einíngar 
verði liver niðurundan annari eins og í samlagningu (20). Byrja 
síðan hægra megln að draga frá. Venjulegast er, að minuendui 
sé ofar, þar undir subtrahendus, og svo fyrir neðan stryk diffe" 
rentia, þegar svo er niðurraðað, er frádrátturinn þannig, að efsti 
stafurinn verði jafn samtölu hinna tveggja neðri. Sé stafir jafnir 
í minuendus og subtrahendus, kemur o i differentiu, Sé minni 
slafur í minuendus en í subtrahendus, þá er tekinn til láns 1 
tugur þess einingakyns, sem þá er verið að draga frá; er sá 
tugur tekinn sem einn af næsta staf í minuendus vinstra megin. 
En sé þessi næsti stafur o, þá verður ekki af honum lánað, held- 
ur af þeim næsta staf vinstra megin, sem ekki er o, en öll milli- 
verandi o verða þá álilin sem 9, þegar seinna skal draga frá 
þeim, og stafurinn fyrir fraraan þau minkar um 1. Dœmi getur 
bezt skýrt þetta alt saman, auk þess sem það er nákvæmlega 
kent í öllum reikningsbókum. 

Dæmi. Frá 54876 skal draga 43974 þannig: 
minuendus 54876 Kveð svo að orði: 4 frá 6 eru 2, skrifa 

Subtrahendu s 43974 2 neðan strykið^ 7 frá 7 eru 0, skrifa 

Differentia 10902 0; 9 frá 8 verður ekki dregið, þá 

seg: 9 frá 18 er eptir 9, skrifa 9; 3 frá 3 (þar tekið var láa 
af 4) er 0, skrifa 0; 4 frá 5 eru 1. Ellegar eins og reglan er 
í ofanskrifaðri úrlausn, þá seg: 4 og 2 er 6, 7 og er 7, 9 
og 9 er 18, hvar sá til láns tekni tugur liggur í 4, 3 og er 
3, því búið er að skerða 4 um 1, 4 og 1 er 5. þannig má 
draga frá með samlagningu, svo varla er þörf að lœra frádragn- 
ingartöflu. 
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Annað dæmí: 

854620003 Kveð svo aðorði: 7 frá 13 er 6, 6 frá 9 er 3, 5 

648514567 frá 9 er 4, 4 frá 9 er 5, 1 frá 1 er 0, 5 frá 6 

206105436 ^^ *) ^ ^^^ ^^ ^^ ^i ^ ^^^ 4 erO, 6 frá 8 er 2. 

Hér mæl: 7 frá 14 er 7; 3 frá 9 er 6; 9 frá 12 er 



J>riðja dæmi: 
800304 
278937 



3; 8 frá 9 er 1; 7 frá 9 er 2; 2 frá 7 er 5. 

521367 
Sönnun: Að samkynja einingar ritast undir samkynja, leiðir 
af (14, 2), og (25), þar samleggjendur ekki geta gjört neina 
heild nema þeir sé samkynja, en í frádragningu er minuendus 
heildin, en subtrahendus og differentia deildir hennar. Að mink- 
andi er heild frádraga og mismunar, sést hér á dæmunum, t. a. 
m. því fyrsta: 
Subtrahendus 43974 ) 
Differentia 10902 í 

Minuendus 54876 Heild. 
Lántakan skýrist þannig: 

54876 = 54000 + 876 = 53000 + 1876 

43974 = 43000 + 974 = 43000 + 974 

10902 = 10000 + 902 

Af54 þúsundum erhérlánað 1 þúsund til876; verður þá 1876, 
þar sem áður var 876, og 53000, þarsem áður var 54000. þar 
samleggjanda röð má vera eptir geðþekkni (18), þá má flytjatölii 
úr einum samleggjanda í annan, svo sem hér úr 54000 í 876, 
án þess heildin 54876 raskist fyrir það. 

Að öll milliverandi NúII, sem verða fyrir lántökunni, verði þá að 
9, og næsti stafur fyrir framan þau minki um 1, skýrist þannig 
af þriðja dæmi: 

800304 = 800000 + 300 + 4 = 799000 +.1290 + 14 
278937 = 278000 + 930 + 7 = 278000 +930+7 

521367= 521000+ 360+ 7 

t>ar lána verður 1 tug til 4, til að geta dregið 7 þar frá, þá 
verða eptir af 30 tugum einungis 29 tugir, og því koma 9 i það 
sætið, er var áður í, en 3 minka um 1. Eins þar lána verð- 
ur 1 þúsund af 800 þúsundum til 29 tuga, til að geta dregið 
93 tugi þar frá, þá verður 799 þúsund, þar sem áður var 800 
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þúsiind; eru þá Ivö 9 komin þar í staðinn fyrir Ivö Núll, en 8 
orðið að 7. 

Að fiumman af 799000 1290 og 14 sé = 800304 má og sjá 
með því, að leggja tölurnar saman: 
799000 
1290 
14 

800304 
28. Að draga fleiri tölur frá einni. 

Úrlausn. Venjulegasta aðferðin er,að leggja fyrst alla frádrag- 
ana saman og draga síðan summuna frá minkanda. þelta er 
nokkur tvíverknaður; skemra verður, að leggja saman sér- 
hvert einingakyn í frádrögunum og draga summuna strax frá 
stafnum í minkanda, og ef þörf gjörist, taka til láns af hærra 
kyni svo margar einingar, að frádregið verði. I>essar til láns 
teknu einingar leggjast við fyrsta staf síns einingakyns, er sam- 
an skal ieggja í frádrögunum, og verður þá stafurinn í minkanda 
látinn óskertur. 

Dæmi: 

33479 eða 33479 — 3103— 13683—795 — 348= 15550. 
3103 Mæl svo: 8 og 5 er 13, og 3 er 16, og 3 er 19; 

13683 frál9(í minkanda) erO, rita í mismuninn. 1 (tug- 
795 ur lánaður) og 4 er 5, og 9 er 14, og 8 er 22; frá 
348 27 í minkanda er 5, rita 5 í mismuninn. 2 lánaðir 

15550 og 3 er 5 og 7 er 12, og 6 er 18 og 1 er 19 frá 
24 í minkanda er 5, rita 5 í mismuninn. 2 lánaðir og 3 er 5, og 
3 er 8, frá 13 í minkanda er 5, rita 5. 1 lánaður og 1 er 2, 
frá 3 í minkanda erl,rita hann í mismuninn. f)að værigott a* 
venja sig við að geta þannig frádregið í hinni kunngjörðu frá- 
dragningu, sem hér stendur hægra megin, án þess að þurfa að 
skrifa tölur upp, svo þær standi hver niður undan annari, eins og 
hér er \instra megin. 

Sönnun: Samlagning frádraganna er hér auðskilin eptiráður- 
sögðum reglum. Lántakan þar á móti er þar í frábrugðin þeirri 
áður sögðu, að stafurinn í minkanda vinstra megin er ekki skert- 
ur, heldur í þess stað stafur í frádraganum aukinn um sama, og 
kemur það fyrir eitt, þar lánið, sem rýra skal stafinn íminkanda, 
er einnig frádragi. 
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29. Að draga fleiri frádraga frá fleiri minköndum. 
IJrlausn. Sú venjulegasta og ruglingsminsta aðferð er, að 
leggja saman minkendurna út af fyrir sig og frádragana sér; 
séstþá, hver summan meiri verður; er þá hin minní dregin frá 
hinni meiri, og ætlast menn til, að minkanda summan verðí 
meiri. £n beri út af því, þá setja menn — fyrir framan mis- 
munínn, kallast hann þá neitandi stærð (Quantitas negativa), 
f>ar á móti kallast mismunurinn játandí stærð (Quantitas positiva), 
ef minkanda summan verður meiri, eins og gjört var ráð fyrir. 
£n um neitandi stærðirnar verður meira talað síðar. 

Önnur aðferð til þessalæristbezt jaf dæmi og útskýringu þess, 
svo sem: 
7589 + 3891 + 789 — 8483 — 235 — 769 — 869 = 1913 
1121 1222 

Mæl svo: 9 og 9 er 18 og 5 er 23, og 3 er 26, frá 29 er 3, 
rita2 undir tuga einhvers frádraga, svo sem undír 6 í 869. {>á 
3 (sem komnir voru) og 1 er 4, og 9 er 13, rita 3 í aðalmis- 
muninn, en 1 undir tugastaf einhvers minkanda, svo sem undir 
8 í 7589. f>á seg: 8 (o: 6 og 2) og 6 er 14, og 3 er 17, og 

8 er 25, frá 28 er 3; rita 2 lánuð hundruð undir 8 í 869. 3 
og 9 er 12, og 9 (o: 8 og 1) er 21, rita 1 í aðalmismuninn, en 
2hundruð undir 5 í 7589. Nú koma hundruðin: 10 (o: 8 og 2) 
og 7 er 17, og 2 er 19, og 4 er 23, frá 27 er 4, rita 2 þús- 
und undir 869, en 4 og 8 erl2, og 7 (o: 5 og 2) er 19, skrifa 

9 í aðalmismuninn, en 1 þúsundundir 7 í 7589. Nú leggsam- 
an þúsundin: 2 (undir 869)og8(í 8483) erlO, frá 13 í 3891 er 
3, og 8 (o: 7 og 1) er 11, skrifa 1 í aðalmismuninn og 1 tíu- 
þúsund undír 7589. Nú kemur til tfuþúsundanna : 1 undir 869, 
frá 1 undir 7589 er eða ekkert. Verður því aðalmisunurinn 
1913. 

Sönnun. Alt þetta byggist á því, að einungis samkynja 
stærðir verða samanlagðar og frádregnar. I>ar af flýtur einnig, 
að minkendur verða að leggjast við minkendur og frádragar við 
frádraga, en aptur á mót minkendur og frádragar skerða hverjir 
aðra. 
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Takniarka útrærsla 
samlagDÍDgar og frádragníngar. 

30. Yegna þess talnareíkDÍDguriDn er rcikningur tiltekinua 
stœrða, þá vita menn ætíð takmörkin miili samlagningar og frá- 
dragningar, og þekkja hvert sinn, nær við skal hafa hverja þeirra. 
En þessu er opt öðruvísi varið í reikningi ótiltekinna stærða, þar 
umsnúast stærðirnar svo, þegar minst varir, að samleggjendur 
verða að frádrögum, og frádragar að samleggjöndum, deiidirnar 
vaxa og uppsvelgja heildirnar og verða sjálfar að heildum. fleild- 
irnar þar á mót minka og verða að deildum sinua fyrri deilda, 
sem nú eru orðnar heildir. Af þessu fer bæði addition og sub- 
traction út fyrir takmörk sfn, og inn á land grannkonu sinnar. 
{>etta gefur tilefni til aðgreíningarinnar i játandi og neitandi 
stærðir, er sameigínlega kallast gagnstæðar slærðir. 

3t. OrðþýðiDgar. Jálandi stærð (quantitas positiva) er sú 
slærð, er vex í þá stefnu eða horf, er maður npphafíega í reikn- 
ingnum eignaði henni. 

Neitandi stærð (quantitas negativa) er sú, er vex í gagn- 
stætt horf við það, er fyrst í reikningnum var eignað henni. 

Gagnstæðar stærðir (oppositœ) eru þær játandi og neitandi 
stærðir, eða sem hafa slík gagnstæð horf innbyrðis. 

Samhljóða stærðir em þær, sem báðar eða allar eru játandí 
cllegar neitandi, eða er hafa sama horf. 

32. Skýring. I>annig er eign og skuld gagnstæðar stærðir. 
Ferð í norður og suður gefa gagnstæðar stærðir, eins í austur 
og vestur, eða yfir höfuð í gagnstæðar átlir. Sömuleiðis er 
hreifing upp og niður. Eins er talning áfram og talning aptur 
á bak. Eins ártöl fyrir og eptir Kristsfæðingu. Ilita og kulda 
mælistig á hitamæli (þó hiti og kuldi í eðli sínu sé ekki gagn- 
stœðar stærðir, því kuldinn er raunar ekki annað en skortur hit- 
ans). í landafræði er norðurbreidd og suðurbreidd gagnstæðar 
stærðir, eins í sljörnufræðinni hæð og dýpt himintimgla, norður 
og suður miðbaugsfjærðir, o. fl. 

33. Venja. Játandi stærðirtáknast með + (Pít/s) fyrirframan 
sig, neitandi stærðir með — (Minus). En sé hvorki + né — 
fyrir framan, þýðir það +. 

34. Skýring. Tilefni þessarar venju er, að játandi stærð- 
irnar eru optast samleggjendur, en hinar neilandi eru frádragar. 
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|>auDÍg eru þá samleggjendiir og frádragar gagnstæðar stærðir* 
Að í upphafi línu, ef ekkert af slærðinni er á undan gengið, eða 
eptir jafnaðarmerki er ekkert + skrifað, kemur af því, að allar stærðir 
eru játandl, þegar menn hugsa sér þær fyrsj, en verða fyrst neit- 
andi, þegarþær umsnúast. Menn getaþví kallaðjátandi og neit- 
andi stærðir réttar og umsnúnar stærðir, eðasettar ogbaksnúnar 
stærðir. 

35. f tölulið (26) er sýnt, að mismunurínn mínkí, þegar 
minkandi stendur í stað, en frádraginn vex. Vaxi þá frádraginn 
svo, að hann verði jafn minkanda, þá verður mismunurinn — 0, 
svo sem: 

5 — 5 = 0. 
Vaxi frádraginn svo, að hann verði stærri en minkandi, þá um- 
snyst mismunurinn og vex í gagnstæða átt eða horf, svo sem: 

Frádraginn 
sundrast 

5 — 6 = — 1=5 — 5 — I = — 1 = — 1 
5 — 7 = — 2 = 5 — 5 — 2 =0 — 2 = — 2 
5 — 8 = — 3 = 5 — 5 — 3 =0 — 3 = — 3 

þá er hér komin neitandi stærð, og teiknast með — til að sýna, 
að hún átti að frádragast, en gat ekki öll frádregizt, af því hún 
var ofstór, 5 — 5 varð frádregið, en ekki meira (hér talast um 
neðstu línuna), 5 varð frádregið, en ekki 3 að auki ; til að tákna, 
að það líka átti að frádragast, en sé ófrádregið, skrifast það — 3 
(frádragningin er enn óframkvæmd), en 5 — 5 = 0, svo úr þessu 
verður — 3, en svo má sleppa 0, en skrifa að eins — 3. 
þannig umsnýst mismunurinn og horfir gagnstætt hinum fyrri. 
Hér er og það, að deildin, sem er frádraginn 8, svelgir heild- 
ina, scm er minkandinn 5 (5 — 5 = 0), og heimtar enn meira 
( — 3), og við það verður hann sjálfur (frádraginn) að heild, en 
minkandinn aptur sem deild hans (30). I>egar nú 8 er hér orðið 
að heild, en 5 að deild, þá verða 3 að hinni annari eða fyllandi 
deild. En þessi umskipti heilda og deilda láta menn ekki blekkja 
sig, heldur halda fast við hina upphaflegu skoðun, að 5 sé heildin 
og 8 deildin, og þá — 3 (en ekki 3, það er + 3) hin önuur 
eða fyllandi deild. |>essi deild — 3 er þá álitin minni en 0, því 
menn útvíðka hina eðlilegu talnaröð, sjá töluliðinn (2), og lengja 
hana aptur á bak yfir fyrir eða undir 0, þannig : 
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4,~-3,~-2,-l,0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5, +G,...- 

Hér er hin eðiilega taloaröð hægra megin við 0, og vcx upp i 
hægrl hönd, slefnan Ul hœgri er þá sii upphaflega, og tölurnar 
í henni positivœ eða settar eða játandi og teiknast með +, sam- 
ber (31) og (33). í>ar á mót vaxa tölurnar vinstra megin við O 
upp í vinstri hönd, sem cr gagnstætt horf hinu upphaflega. I>ær 
eru því neitandi stœrðir (31) og taknast með — , (33). Hér í- 
roynda menn sér tvœr óendanlegar raðir: þá einu, sem er hin 
eðlilega talnaröð teiknuð með +, og hina aðra vaxandi í gagn- 
stælt horf teiknaða með — . Millum þessara tveggja óendanlegii 
raða stendur í miðju, sem hvorki er jálandi né neitandi, og 
horfir í hvoruga áltina, ellegar eins vel bæði játandi og neitandi 
og horfandi i báðar. í þessari útvíðkuðu talnaröð kallast nega^ 
tifu stærðirnar minni en 0, lil þess að samhljóðun verði; því 
eins og að + 2 er < + 3, + 1 < + 2, < + 1, svo er 
það samkvæmt, að — 1 sé < 0, — 2 < — 1, — 3 < — 2 o. 
s. frv. Sömuleiðis er œ (óendanlega stór) meira en aliar end- 
anlegar játandi stærðir, minna en allar játandi stærðir, ncit- 
andi stærðirnar minni en 0, og loksins — oo (negatif óendan- 
lega stór) minna en allar endanlegar neitan^í stærðir. 

36. Af því sem sýnt er í (35), fá addition og subtraction 
nýja þýðingu eða hugmynd. Addition er áframtalning, eðataln- 
ing í sama horf eptir hinni útvíðkuðu talnaröð ; suötractionin er 
apturábak talning eða talning í gagnstœtt horf eptir hinni út- 
víðkuðu talnaröð. 
t. d. 4 + 5+6=15 

0,+l,+2,+3,+4, 

0,+l,+2 +3+4+5 • • • • A 

0,+ 1, + 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6, 

0,+l,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9,+10,+ll,+12,+ l3,+ U,+ 15. 

J>etta er áframtalning. Eins 4 — 5 + 6 = 5 þannig hugsað : 

0,+ .l,+ 2,+ 3,+ 4 
— 5, — 4,— 3,— 2,-1, n 

. 0» + i)+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 

~0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5 
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f>etta er áframtalaiDg í hinni útvíðkuðu talnaröð, því stærðirnar 
\axa í sama horf eptír henni í öilum þremur addendis, þó að 
miðtalan vaxi í gagnstætt horf eptir hínni öútviðliuðu. 
{>ar röð samleggjanda má vera eptir geðþekiíni (18), þá á þelta 
að vera sama sem — 5 + ^+ 6 = 5 
— 5,— 4,— 3,— 2,-1, 

0,+ 1+2,+ 3 + 4, C 

' Q,+ í,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 6 
Eins er þetta samlagning : — 4 — 5 — 6 = — 15. 

^4,-3,-2,-1, 
-5,-4,-3,-2,-1, D 

— 6, - 5, - 4, — 3, - 2, — 1, 

— 15,- 14,- 13,- 12,— 11,- 10,-9 -8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1, 

Tölurnar vaxa hér allartilhægri eptirhinni útvíðkuðu talnaröö' 
og er því áframtalning eða samlagníng. 

f>ar á móti er 9 — (6) == + 3 frádragning (kunngjörð frádragn- 
ÍÐg, er gefur sama sem 9 — 6 = 3, sem er algebraish sam- 
lagning). 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6,+ 7,+ 8,+ 9, 
+6,+ 5,+ 4,+ 3,+ 2,+ l, E 

+ 3,+ 2,+ l, 

Gefnu töhirnar vaxa hér í gagnstæð horf, og er það tilbakataln- 
ing eða subtraction. Sama hefði framkomið af 9 — 6 með því 
að leggja saman játandi slærð 9 og neitandi stærð — 6 þannig: 

0,+ I5+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 

— 6,— 5,— 4,— 3,— 2,-1, F 

+ 3,+ 2,+ l, 

Hér sést þá, að negatif addendus gefur sama sem positif «w6- 
trahendus. 

Sömuleiðis er 9 — ( — 6) = + 15 kunngjörð frádragning, 
þannig hugsuð : 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4+ 5,+6,+7,+8,+9, G 

0, -1 ,—2,-— 3,— 4,— 5,- 6 , 

+ l5,+U,+13,+12,+ll,+10,+9,+8,+7,+6,+5,+4,+3+2,+l, 

Gefnu tölurnar hafa gagnstæð horf. Minuendus\ex iW hægri, en 
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subtrahendus til vinstri eptír útvíðkaðri talnaröð, þess vcgna er 

það apturábaktalning. 

Sama hefðiframkomiðaf samlagningu 9 + 6 = 15þannig: 

0+l,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9 H 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6, 

0+l,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9,+10,+ll,+12,+13,+l4,+l5. 

Hér sést, að positif addendus gefur sama sem negatif subtra- 
hendus, 
Loksins er — 9 — (— 6) = — 3 

— 9,— 8,— 7,— 6,— 5,-- 4,— 3,— 2,— 1 , / 
0,— 1,— 2,— 3,— 4,— 5,— 6 

0,-1,-2,-3. 
Minuendus vex til hægri, subtrahendus til vinstri, og er það 
apturábaktalning. Sama kœrai fram af — 9 + 6 eða ef lagt væri 
saman neitandi stærð — 9 og játandi stærð 6. 

— 9,— 8,— 7,— 6,-5, — 4,— 3,— 2,— 1 , 

+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 K 

0,— 1,-2,-3. 
Hér sést það einnig, að positif addendus gefur s?|ma sem 
negatif subtrahendus. þess vegna er 

-(-a) = + a 

-[-(-«)] =-a 
-|-I-(-a)]| = + a 
og yfir höfuð: oddatala af minmum er minus, en jöfn tala af 
minusum er PIus, I>etta má og skoða þannig: einu sinni um- 
snúið er öfugt, tvisvar umsnúið er rétt, þrisvar umsnúið er öfugt, 
4 sinnum umsnúið er rétt. Oddatala umsnýr, jöfn tala gjörir rétt. 

37. Verkefni. Að leggja saman tölur í hinni útvíðkuðu 
talnaröð. 

Úrlausn. Tölur með líkum merkjum (svo sem + og + eða 
— og — ) leggjast saman, og summan fær sama merki. Tölur 
með ólíkum merkjum (+ og — eða — og +) dragast frá, það 
er að skilja: minní talan frá hinni meirl, og summan fær merki 
hinnar meiri. Hér á meiri og minni að skiljast eptir venjuleg- 
um hætli. 

Sönnuh. Samhljóða stœrðir, sem báðar hafa + cöa báðar 
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— (31), hafa sama horf, og eni því einnig að horfinu samkynja, 
auk þess sem þær eru að öðru leyti samkynja, þær færa þá á- 
fram í sama horflð báðar, og sameiaast hvor annari með nú- 
meriskrt o: töhilegri samlagningu, eða samlagningu í venjulegum 
skilningi. Hafi þær + báðar, þá eru þær addendi, og sameina 
sig í einn addendus; hafi þær báðar — , þá eru þær subtráhendi 
og sameina sig í einn suötrahendus, |>ess vegna fær og summa 
þeirra sama merki sem þær, því hún verður samkynja þeim, 
addendus ef þær eru addendi, og subtrahendus ef þær voru sub- 
trahendi. Samber (36 A og Z>). Hér er addendus og subtra- 
hendus teknir í óútvíðkaðri merkingu. 

Hafi stærðirnar óh'k merki, önnur + en hin — , þá eru þær 
gagnstæðar (31) og hafa gagnstæð horf, þó þær að öðru leyti sé 
samkynja. Hin minni fœrir þá aptur á bak úr því horfi, sem hin 
stærri færði í, og nemur þannig af henni svo mikið sem hún 
sjálf (hin minni) er stór til. Samber (36 F og K), þær sam- 
einast því með frádragningu í venjulegnm skilningi eða núme" 
risltri subtraction (töhilegri frádragningu). Sú aJgebraiska summa. 
þeirra verður þá þeirra númeriski mismunur, eða hinnar stærri 
fyllandi deild (25, 1) og merkið, sem sú algebraiska summa fær, 
verður það, sem sú fyllandi deild hefir, eða hið sama, sem sá ó- 
eyddi hliiti hinnar stærri hefir, er hin minni ekki gat tii náð, 
þess vegna einmitt merki hinnar stærri í venjulegum skilningi. 
Sé hinar gagnstæðu stærðir jafnar, þá eyða þær svo hvor ann- 
ari, að þeirra algebraiska summa verður = 0, og þarf ekkert 
merki að hafa. 
Dæmi : 



+ 4 


— 4 


+ 4 


+ 5 


— 5 


— 5 


+ 8 


— 8 


+ 8 


+ 16 


— 16 


— 16 



M" 33 — 33 — 9 

I>egar gefið er ártal Krists við einhvern tiltekinn merkistilburð, 
og frá þeim tilburðí tímabil til annars tilburðar, svo frá þeim 
öðrum til hins þriðja o. s. frv., þá verður ártal Krists við sein- 
ast talda tilburðinn':= ártali Krists við hinn fyrsta að tillögðum 
öllum tímabilunum. Nú var Rómaborg bygð ár fyrir Guðsburð 
753, Alexander mikii dó 430 árum síðar; Trója var eyðilögð 
861 ári fyrr en Alexander dó, eptir því sem sumir skrifa. Cal- 



Digitized by 



Google 



30 

marunionin skeði 2581 ári síðar en Trójavar eydd hðr um bilj 
og einvaldsstjórnin var innfærð í Danmöric 263 árum síðar en 
Cahnarunionin gjörðist. Uvaða ár Krists var einveldið innfært í 
Danmörku ? 

Rómaborg bygð ár Krists — 753 

Alexander dó 430 árum síðar + 430 

Trója eydd 861 ari fyrri — 861 hér um bil. 

CaZmarMníomn gjörðist 2581 ári síðar ..-• -f- 2581 nærfelt. 
Einveldi innfært í Danmörk 263 árum síðar 263 

Svar: ár eptir Guðsburð + 1660 

Hér setjast tímabilin með -{-, sem vaxa eptir framskriði tímans, 
en hin með — , sem vaxa móti frararás tímans. Summaa -f- 
1660 verður þá samkvæm þessu og þess vegna stærð vaxandi 
eptir tímans rás, það er, að einveldið haG verið innfært i Dan- 
mörk 1660 árura eptir (en ekki fyrir) Krists fæðingu. 

f>að kemur fyrir eitt íhvaða röð menn ieggjaþetta saman (18)| 
þess vegna hvort teknar eru samhljóða stærðirnar fyrst og lagð- 
ar saman, og síðan hinar gagnstæðu sumraur þeirra numerice 
frádregnar, sú minni frá hinni meiri, eilegar menn taka gagn- 
stæðu stærðirnar saman og draga þá minni numerice frá hinni 
meiri. þægilegt er, þcgar tölurnar eru margar, að skrifa þær í 
tvo dálka þannig: 

+ - 

430 753 

2581 861 

263 1614 

+ 3274 
— 1614 
+ 1660 
Skip siglir frá einum stað rétt í suðaustur 41 mflu, það er 
frá höfuðáttunum 29 mílur til suðurs og 29 tii austurs; svo í 
rétt suður 50 mílur, það er 50 mílur í suður og ekkert í aust- 
ur; svo í vestsuðvestur 13 mílur, það er 5 mílnr til suðurs og 
12 til vesturs; svo í vestur til norðurs 51 míiu, það er lOmílur 
til norðurs og 50 til vesturs; svo í norður til vesturs 154 míl- 
ur, það er 151 mílu til norðurs og 30 milur til vesturs. Hvað 
er skipið þá langt burt frá sínum upphaflega stað eptir þeim 4 
höfuðáttum? Eg ætla að kalla + til suðurs og þá undir eins 
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— iil norðurs; Uka ætla eg að kalla + til austurs og þá — lil 
vesturs. f>á er: 

i suður í austur 



SA 41 míla = + 


29 mílur og + 


29 mílur 


S 50 tnílur = + 


50 mílur 


mílur 


YSV- 13 roílur = + 


5 mílur og — 


12 mílur 


V til N 51 mílu = — 


10 mílur og — 


60 mílur 


N til V 154 mílur = — 


151 míhi og — 


30 mílur 



— 77 míiur — 63 mílur. 
Skipið er þá komið 77 mílur til norðurs og 63 milur til vesturs 
frá sínum upphaflega stað. 

Nú skyldi skípið sigla lengur, og fara þaðan, sem það er komið 
i suðsuðaustur 26 mílur, það er 24 mílur til suðurs og 10 tii 
auslurs, svo í vestur 13 mílur, það er ekkert í suður, en 13 í 
vestur; svo í suðaustur til suðurs 18 mílur, það er 15 mílur lil 
suðurs og 10 til austurs; svo i suðaustur 58 mílur, það er 41 
míJu til suðurs og 41 milu til austurs; svo í norður 13 mílur, 
það er 13 mílur í norður og ekkert í austur. Ilvar er skipið 
þá eptír þessa siglingu? 

í suður í austur 

Skipið var komið = — 77 mílur og — 63 mílur 
SSA 26 mílur = + 24 milur + 10 mílur 
V 13 míiur = — 13 mílur 

SAtil S 18 mílur = + 15 mílur + 10 mílur 
SA 58 mílur = + 41 mílu + 41 mílu 

N 13 mílur = — 13 mílur 

SAliI A 18 mílur = + 10 mílur + 15 milur 



|>ar hinar álgebraisku summur i báðum dálkunum eru = 0, þá 
er skipið komið aptur á sínar fyrstu stöðvar. 

t>að kennir siglingalistin og þríhyrningafræðin, hvað hver ein 
skástefna á vissri fjarlægð færir langt burt frá höfuðáttanum. En 
sá sem ekki heflr þess háttar áhöld, getur samt mælt það með 
sirkli, ef hann kann að draga upp áttavitarósina (Compásinn). 
Sá hér sýndi reikningur er þó ekki nákvæmur, vegna þess þar 
cr ekki gjört ráð fyrir, að jörðin sé hnöttótt, heldur flöt, hvað 
að vísu vel ma takast, þegar ekki er um nema lítið svæði að 
gjöra, svo að avali jarðarinnar að mestu hverfi; en hér erskipið 
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látið slaga iim ofstórt svæði til þess. J)ó skakkar aðferð þessari 
iim miðjarðarlínuna nærri ekkert, en þar á mót því meira sem 
frá henni dregur. I>að á hér öldungis ekki við, að fara lengra 
inn í þetta efni. Tilgangur þessa dæmís er einungis að gefa 
h'tið sýnishorn af því, hvað tölvísin græðir mikið við útvíðkun 
hinnar eðlilegu talnaraðar og víð skoðun hinna gagnstæðu stærða. 
{>að er bæði i flóknum reikningum og í reikningi ótiltekinna 
stærða (Inng;6), að mennöldungis ekki vita, hvorum megin stærð- 
irnar eru við Núll, eða hvenær þær fara yflrum það, eða hvernig 
þær umsnúast. 

38. Verkefni. Að draga töhir frá í hinni útvíðkuðu talnaröð. 

Úrlausn. Breyt merkjunnm í frádraganum í hin gagnstæðu, 
og rita hið nýja merki neðan undir hið gamla. Legg síðan 
saman eptir hinum nýju merkjum samkvæmt (37) t. d. 
1. Samhljóða játandi 2. Samhljóða neitandi 

Minkandi + 9 Dæmið (36 E) Minkandi — 9 

Frádragi + 6 Frádragi — 6 

- + 



Mismunur + 3 Mismunur — 3 

3. Gagnstæðar, neitandi frádragi 4. Gagnstæðar, játandi frádragi 
Minkandi + 9 Dæmið (36 G) Minkandi — 9 

Frádragi — 6 Frádragi + 6 

_+ _— 

Mismunur + 15 Mismunur — 15 

1. Sönnun. í fyrsta dæminu cr poHtif subtrahendus + 6, en 
hann gildir sama sem negatif addendus (36 F). í öðru dæminu 
er negatif subtrahendus — 6, hann giidir því við positif adden- 
dus + 6 (36 H). I>riðja dæmið er eins og hið annað, og 4. 
dæmið eins og hið fyrsta. 

2. Sönnun. 

Heild = Deild + Fyllideild (25 1) 
eða Minkandi = Frádragi+ Mismunur (25). 
1. dæmi 9 = 6+3 

^' — 9=— 6— 3^ Samanlagt eptir (37). 

3. 9 = — 6 + 15 

4. — 9 = 6 — 15 

|>essi sönnun sýnir, að sú tala, sem fundin er eptir framanskrif- 
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aðri reglii, sé íyllíngín eða fyllideíldín miHi niínkanda og frá- 
draga, og þess vegna sá sanni mismunur. 

Viðból. Af (37) og (38) sést, að addiiio ogsubtractio eru sín 
á milli mjög líkar, og mismuna einungis þar í, að additio er á- 
framtalning, cn subtractio talning aptur á bak (36). í bókstafa- 
reikningi, sem er reikníngur ótiltekinna talna (Inngang. 6), álízt 
a + &- að vera summa tveggja talna a og b, meðan þær eru ó- 
tilteknar, en skeð getur, að þegar þœr með einhverju móti verða 
fastsettar eða ákvarðaðar í tölum, að sú áður áiitna samtalníng 
verði að frádragningu ; og það verður, ef önnurhvor talan verður 
negaíif, Einnig getur það skeð, þegar til talnanna kemur, 
að önnurhvor eða báðar verði 0, og þá verður ekki af neinni 
samlagningu. I>ar á mót álízt a — 6 að vera frádragning eða 
mismunur tveggja talna a og b, hvar af a sé hin stærri og 6 
hin minni. En þetta getur ýmislega farið, þegar tölurnarákvarð- 
ast; það getur orðið íir því samlagning, ef önnurhvor talan er 
negatif; það getur líka möti von manns 6 orðið stærra en a, og 
þá veröur a — b negatif stærð. 

39. Orðþýðingar. Bókstafastærðir geta verið samsettar af 
ýmíslegum liðum (Termini), sem greinast með + eða — . 

Monomium (einliðuð stærð) kallast sú bókstafastærð, sem ein- 
ungis hefir 1 lið, svo sem Aa^. 

Binomium (tvíliðuð), sem hefir tvo liði, t. d. a + b, eða 
a — b, eða 4a^ + bb. 

Trinomium (þríliðuð) heflr 3 liði, t. a. m. a + 6 — c. 

PoJynomium (margliðuð) t. d.a + 6 + c + c?. Formulan 
í (9) hér að framan er polynotnium. 

40. Verkefni. Að leggja saman bókstafastærðir. 

IJrl. Sé það positif monomia, þá er það áður kcnt (21). 
En sé fleiraslags stærðir, þá takist allir þeir liðir saman, sem 
hafa sömu bókstafi með sömu exponentum, og af þessum aptur 
þeir, sem hafa sama merki + eða — . Coefficientarnir í þess- 
um samkynja liðum ieggist saman eptir (37); kemhr þá fram 
coefficient summunnar; skrifast svo aptan við hann þeir tllheyr-i' 
andi bókstafir með þeirra exponentum. fannig skal áfram halda', 
unz allir liðirnir í samleggjöndunum eru komnir í summuna. 
Sé þar og Hðir, sem eru tómar tölur, leggjast þeir saman eptir 
sömu reglum. 

3 
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Ðæmí. Skuli leggja saman: 

ba^c + Aad + la^c — Aa^c — Sad + ad. 
Ilér er þœgilegt aö skrifa samkynja liðina hvern undir annan, 
svo: 5a^c + 4ad 

la^c — Sad 

— 4o^c + ad 

Summa 8a^c — Zad 
Coefficientarnir + 5 + 7,-4 leggjast saman eptir (37). 
Verður summan = + 8; það er þá samtals Sa^c. 
Sðmuleiðis er + 4 — 8 + 1 = — 3, það ef — 3ad. 
Verður þá aðalsumman 8a^c — 3ad. 

2. dæmi. Ifd + Zxz — 5d* 

— Sfd — Ixz — Sd^ 

— Í2fd + Sxz + ííd^ 

— hfd + Axz — 2d^ 
ÍSfd — Ixz + Ad^ 

Summa xz 

I>að er merkilegt við þetta dæmi, að það gjörir ekkert tíl i summ- 
unni, hvaða merkingu í tölum stafímir f og d hafa, vegna þess 
þeir liðir vinna sig upp, sem þeir staflr koma fram f. f>að er 
annað merkilegt, að ef annaðlivort x eða z verður = o, þá verð- 
ur öU summan = o, hvað sem allir hinir stafírnir þýða. 

3. dæmi. Hvaða summa verður af því, þegar summa tveggja 
talna legst við sömu talna mismun? Kalla tölurnar a og b, þá 
verður summa þeirra a + 6. Lát enn fraroar í þeim kunngjörða 
mismun a vera minuendus og b subtrahendus, þá verður a — 6 
sá kunngjörði mismunur. Reikningurinn stendur þá svo: 

a + b 
a — b 
2a 
Svarið verður þá : Summan verður œtíð = tvöfaldri þeirri löi- 
unni, sem í mismuninum var látín vera minuendus. Hin talan, 
«em er subtrahendus, gjörir ekkert til, heldur hvcrfur burt úr 
reikningnum. 

4. dæmi Höfum nú i sama dæmi tölurnar tiiteknar. Setjum 
a = 174 og ft = 98, þá verður 
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a + h == 174 + 98 = 272 
a — b = 174 — 98 = 76 

2a = 348 = 348 = (a + 6) + (a — 6). 

Hér kemur það fram, sera bókslafareikningurinn sýndi, að sumra- 
an er = þeira tvöfalda minuendus, því 2svar 174 er 348. 

5. dæmi. Höfum nú tölurnar aptur ótitteknar, en setjum þær 
sð sín á milli jafnar. þá notast einungis annar bókstafurinn, 
svo sem a, þannig: 

a + 6 =a + a = 2a 

a — b =a — a= o 



(a + 6) + (a—b) = 2a = 2a 

Hér kemur það enn fram, að summan er = 2földum minu" 
endus. 

Reynum nti að hafa b fyrir báðar tölurnar, þá verður: 
a + b = b + b = 2b 
a — b = b — b = 
(a+b) + {a — b) = 26 = 26 
Hér er enn summan = 2földum minuendus, 

6. dæmi. Látum í samadæmi a vera = 0, en 6 vera ótiltekið; 
þá er 

a + 6 =0 + 6= 6 
a — b =0 — 6 = — 6 



(a + 6) + (a — 6) = = 

Hér kemur enn sú fundna regla eða lögmál fram,þvítvisvar 
er 0. 

7. dæmi. Látum loksins minuendus vera negatif tölu, svo 
sem — 36, en subtrahendus ótiltekinn. 
a + 6 = — 36 + 6 
a — 6 =—36 + 6 



(a + 6)+(a~6)= -~ 72 

Enn kemur saraa reglan fram, því tvisvar — 36 er = — 72. 

Sönnun úrlausnarinnar grundvallast á þeirri höfuðreglu, að alt, 

sem samkynja er, legst saraan og dregst frá hvað út af fyrir 

sig, svo það verði í einu lagi. I>ar sem tómar tölur eru, raá 

alílaþær sem coe/yfcienía, hverra bókstafur þýði 1. Saraber (14, 2). 

41. Verkefni. Að draga bókstafastærðirfrábókstafastærðum. 

3* 
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Urlaiisn. Breyt merkjunum í subtrahendus i hin gagnstæðu. 
Legg síðan saman eplir (40), og far eptir nýju merkjunum, sem 
skrifuð eru neðan undir hin gömhi. 

Ðæmi. — 7/* + 3m — Sx Minuendus 

— ef — bm — 2x + M —■ S Subtrahendus 
+ + + - + 

— f + Sm — ex — Zd + S Differentia. 
Látum nú f vera = 8, m = 7, á = — 10, en maðurskyldi 

ei vita, hvað x vœri, þá verður þetla í tölum: 

— 56 + 2Í — 8a; = — 35 — 8a? 

— 48 — 35 — 2a: — 30 — 8 = — 121 — 2a: 
+ + + + + + + 

— 8 + 56 — 6a? + 30 + 8 + 86 — 6ar. 
Hér kemur fyrir eitt, hvort lögð er saman hver lína sér, eptir 

merkjunum, og síðan frádregið, ellegar menn leggja saman eða 
draga frá upp og ofan; mismunurinn verður alt af hinn sami. 

Sönnun. þegar breytt er merkjunum í frádraga, þá umsnýst 
hann eða verður öfugur við það sem hann var, hann verður því 
ne^afíf við sjálfan sigjOg þegar hann þannig undirbúinn legst við 
minkanda, þá kemur það fram, sem áður er sýnt (36 F), að ne- 
gatif addendus er sama sem positif subtrahendus. Menn geta 
einnig sannfært sig um, að sá þannig fundni mismunur sé rétt- 
ur, með því að leggja hann við subtrahendus, og á þá að koma 
fram minuendus (25 I), ellegar méð því að draga hann frá mi- 
nuendus (25. J//}, þá á að framkoma subtrahendus. Reynum 
eptir fyrri aðferðinni (25. /) ^ 

— 6f — bm — 2x + M — S Subtrahendus 

— f + 8m — 6aj — 3á + 8 Differentia 

— 7f + 3m — Sx Minuendus. 

Viðbót. Stundum kunngjöra menn subtrahendus með því að 
loka hann inn í sviga, og rita minus fyrir framan. Menn gela 
þá, einkum ef reikningurJnn er ekki flókinn, dregið frá með því 
móti, að breyta merkjunum í subtrahendus i huga sér og leggja 
svo saman. 

Dæmi, hvar í eru tveir frádragar: 
37a — 5/" — (3a — 26'— 5c) — (6a — 46 + Zh), 
má ef vill skrifa það upp þannig : 
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37a — 5/* — 3a + 26 + 5c — 6a + 46 — 3A = 28a — 
5f + 66 + 5c -- 3/>. 

42. Frumsagnir. 

1. Jafnar stærðír dregnar frá jöfnum stærðura gefa jafna mis- 
muni : 

a = h 10 = 6 + 4 

m= n 7 = 6+1 

a — m= b — n 3= 3 

2. Jafnar stærðir dregnar frá ójöfnum stærðum gefa ójafna 
mismuni; sá slærri mismunur verður þar, sem meiri var minkandi. 

a > h 10>6 + 3 

m= n 7 = 6+1 

a — m> h — n 3 > 2 

3. Ójafnar stærðir dregnar frá jöfnum stærðum gefa ójafna 
mismuni; hið meira verður þar, hvar minna var frádregið. 

ö = 6 10 = 6 + 4 

m> n 7 > 3 + 2 

a— m<6 — n 3<3 + 2 

4. Minna og stœrra dregið fra stærra og minna gefur stærra 
og minna 

a>6 10>6 + 3 

m< n 7 < 5 4- 4 

a—m> h — n 3 > 1 _ 1. 

43. Verkefni. Að draga viðkendar tölur frá viðkendum 
tölum. 

Úrlausn. Viðkendar eða fleirkonar tölur dragast frá þannig, að 

samkynja er dregið frá samkynja. 

Dæmi. 

254 álnir 16 þuml. 10 línur 

32 20 8 



221 álnir 20 þuml. 2 iínur. 
Hér má hafa ;^mi8legar aðferðir. Hin venjulegasta er að segja 
svo: 8 línur frá 10 er 2 línur; skrifa þær í mismuninn. 20 
þuml frá 16 verður ekki dregið, þá er venjulegt að laka 1 alin 
til láns af álnunum; hún er 24 þumlungar; hana má leggja við 
16 þumlunga, verður 24 + 16 = 40, þá drag 20 frá 40, er eptir 
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20þuml., scm ftkrifast i mismuninn. Raunar eróþarfí að leggja 
saman 2i + 16, hægra er að segja: 20 þuml. frá 24 þumlung- 
ura (sem er sú til láns tekna alin) er eptir 4, og þar tii 16 
þuml. er 20 þuml., því þegar 20 þuml. skulu dragast frá 24 + 
16, gildireinu, frá hverjum af þessum samleggjöndum er dregið, 
og er þá hægast að draga 20 frá 24, en leggja þá 4, sem af- 
gangs verða, við hinn samleggjandann 1 6, koma þá 20 þumlungar. 
Síðan dragast 32 alnir fra 253 álnum (þar búið er að lána af 
254), koma 221 alin. Hér mátti líka draga 20 þuml. frá 16þuml. 
og láta verða negatif mismun = — 4 þuml., draga svo 32 áln. 
frá 254 álnum, koma 222 álnir ; en þá hefði mismunurinn orðið svo : 

222 áln — 4 þuml, 2 línur, 
sem strax má skrifa þannig: 

221 alin 20 þuml. 2 h'nur, 
því síi eina alinin = 24 þuml., verður að skerðast um þá nega^ 
tifu 4 þuml., svo þar af koma 20 þuml. I>annig má, þegar í 
mismuninum kemur negatif tala, eða — á eptir (þegar þú geng- 
nr frá vinstri til hægri), skerða töluna, sem þú ert með, um 1. 
Ðæmi upp á þessa aðferð: 

4 faðmar » álnir 1 kvartil » þuml. 
3 2 2 5 

1 faðm. — 2aln. — 1 kv. — 5 
o: faðm. al. 2 kv. 1 þuml. 
Hérmábyrja frádráttinn vinstra megin,ogsvo mæla: 3faðm.frá 
4 er 1 faðm, sem skrifast. Svo 2 alnir frá engri alin er — 2 
álnir sem skrifast. Svo 2 kvartil frá 1 kvartili er — Ikvartil, 
sem skrifast. Loksins 5 þumlungarfrá þuml. er — 5 þuml., 
sem skrifast. Síðan má snúa þessum minusum i plusa þannig: 
SkrifaO faðm., en ekki 1 faðm, þar — 2 álnir koma á eptir, þær 
2 álnir frá 3 (sem í faðmi eru) gefa 1 al.; en þar — 1 kvartil 
kemur á eptir, skrifast al. þetta 1 kvartil frá 4 kvartilum (í 
alin) gefur 3 kvartil, en þar — 5 koma á eptir, skrifast2 kvartil; 
þeir 5 þuml. frá 6 gefa 1 þuml.; skrifa hann, þar ekkert minus 
kemur á eptir. f staðinn fyrir að skrifa faðra og alin, mátti 
líka láta þau sæti auð, svo allur mismunurinn verður 2 kvartil 
og 1 þumlungur, og hann gat maður raunar skrifað strax , með 
því að líta fram undan sér, hvort lána mundi þurfa eða ekki. 
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Sá venjulegi mátí að reikna þetla dærai, er svo: 5 þuml. frá 
6 (lánað 1 kvartil) er 1 þumlungur, sem skrifast. 2 kvartil frá 
4 kvartilum (1 alin lánuð) er eptír 2 kvartil; en 1 kvartil var 
tekið tii láns áður, og má því ekki bæta því þar við. I>ar skrif- 
ast því 2 kvartil í mismuninn. Svo 2 álnir frá 2 álnum, (því af 
3 álnum í faðmi, sem lána þarf, er lekinn 1), er ekkert. Og 
loksins 3 faðmar frá 3 föðmum (því 1 faðmur var lánaður til 
álnanna), verður ekkert eptir. 

44. [>egar fleiri subfrahendi skulu frádragast, nota menn 
opt tugfyllingu (decadisk Complement) í stað aðferðarinnar (29). 
Tugfyllingin fæst með hœgu móti, með því að byrja við vinstri 
hönd að draga hvern staf í frádraga frá 9, en seinasta staf, sem 
ekki er 0, frá 10, t. d. haö maður suhtrahendus 78080, þa 
í staðinn fyrir — 78080 
skrifa þegar 21920 Tugfylling. 

I>elta er sama sem þannlg væri dregið frá: 
100000 
— 78080 

21920, sem er tugfylling til 100000. 
í slað þess að draga 78080 frá þeim gefnu samleggjöndum 
má leggja 21920 við, en draga 100000 frá, því 
_ 78080 = — (100000 — 21920) = — 100000 + 21920 
eptir (41, Viðbót). En eptir á að draga 100000 frá summunni 
er hægt, því ekki þarf nema draga 1 frá hundraðþúsundastafnum 
eða þeirri einingastétt, sem tugfyllingin er tekin til. I>etta má 
kunngjöra með því að rita 1 (þaðer— l)framaa við tugfylling- 
una, að það lendi í sæti þeirrar einingastéttar, sem tugfyllingin 
er tekin til, þannig: 

121920 
Síðan er alt lagt saman, en þessar negatifu einingar dregnar 
frá, hver í sínu sæti^ Dæmið (29) verður þá þannig meðfarið 
og skýrt: 
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7589 = 7589= 1589 

3891 = 3891= 3891 

789 = 789= 789 

— 8483= —(10000—1517) = —10000 + 1617 = 11517 

— 235=— (1000— 765) = — 1000+ 765= n65 

— 769= — (1000— 231) = — 1000 + 231 = mi 

— 869=— (1000— 131) = — 1000+ 131= 1131 

— 13000 +14913 = 1913 

EínuDgís dálkurion næst bægrí hendí þarf að skrífast. Einíng- 

ar tugir ogbundruð í bonum leggjast saman eptír venjulegum hætti, 

verða þá geymd 3 þúsund til þúsundaraðarinnar. En þessar3þús- 

undirfalláburtvegna hinna n^^a^i/u 3 þúsunda, sem komaí fjórðu 

röð; en svo koma þar fyrir ofan 1 + 3+7=11 positif þús- 

undir, af þeim 1 1 skrifast þá 1 undir, eptir samlagningarreglum 

(20); er þá korain í summuna 1913, en lugastafurinn í 11 legst 

við flmtu röð. ^ess'i positifa eining 1 kemur þá saman viðl,seni 

þar er fyrir, og vinna þær hvor aðra upp, svo ekkert kemur þar í 

summuna. Verður þá summan 1913, cins og áður er fundið. 

Annað dæmi: 

4567 = 4567 J>egar negatifa stærðin — 7890 kemur, 

— 7890 "12110 les eg að sönnu 7890, og hugfesti, svo 
5432 5432 eg ekki þurQ að lesa töluna í bókinni 

— 456 1544 nema einu sinni. En þegar eg fer að 

25 25 skrifa hana, skrifa eg 2 fyrir 7, 1 fyrir 

— 2345 Í7655 8, og 1 fyrir 9, þar ekkert nema kera- 

46 46 ur á eptir, því þar dregst 9 frá 10, en 

— 38 r62 ekki 9 frá 9. Að því búnu set eg í fyrir 

Í9341 fraraan í lOOOOi niraið. Eins er farið 
= — 659 með binar negaiifu stærðirnar. Að því 
biinu er alt iagt saman, en negatifu stafirnir 
dragast frá, kemur þá summan 19341. Er þá auðséð, að það er 
negatif stærð. Til að fá hana sambljóða, verður að minka ne- 
gatifa stafinn um einn, kemur þar þá : taka síðan tugfyllingu 
af hinum stöfunum, kemur þá 0659 sem er = — 659 því, 

19341 = — 10000 + 9341 = — 659. 
Saraa sumraa — 659 keraur út, ef lagðar eru saraan positifu 
tölurnar sér, og negatifu sér þannig: 
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+ 4567 


— 7890 


6432 


456 


25 


2345 


46 


38 



+ 10070 — 10729 
+ 10070 



friðja 


dætni : 


2467 


— 


2467 


— 311 


= 


T689 


— 240 


= 


1760 


— 200 


= 


Í800 


— 496 


= 


1504 


— 193 


== 


1807 


— 800 


= 


1200 


— 1000 


= 


ÍOOO = Í9000 


— 999 


= 


ÍOOl 


— 989 


= 


1011 



— 659 

í>að kemiir fyrir eitt hvort — 1000 er 
skrifað TOOO eða T9000, þvíT9000 
er sama sem: 

— 10000 \ 
+ 9000 ) 

— 1000 
og a5 ÍOOO = — 1000 er auð- 
séð af Numerationinni (3) því í 
þýðir negatif þúsiindasta í sínii 
sæti, ogþað er sama sem negatifa 

— 2761 3239 talan — 1000, því núUin gjöra 

ekki annað en fylla auðu sœtin, svo 
að þíisundastafurinn fái sitt rétla sæti. f>egar nú búið er að 
leggja saman, kemur summan 3239, og til að snúa henni í 
venjulega skript, minkar maður negatifa tölustafinn 3 um einn, 
(því hinir stafirnir lána af honum), skrifar síðan 7 fyrir 2, 6 fyrir 
3 og 1 fyrir 9, eins og áður er kent, hvað eð læra má af þessu : 
3239 = — 3000 + 239 = / — 3000 

+ 239 
( — 2761 
Standi sá negatifi tölustafur ekki fyrst í tölunni, verðuraðfara 
öðruvísi að : en það lærist með því, að rita töluna í tvennu lagi 
eins og hér var gjört. f>etta dæmi má og reiknast í fyrra dálk- 
inum eptir (28). £n þá verður í þúsundaröðinni að draga 5 frá 
12, með því að taka eitt 10000 til láns, en skrifa það negatift 
til að taka hið ofaukna burt aptur, þar 

10000 lánað — 10000 = 
verður þá summan 

Í7239 = — 2761. 
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Margföldiin, MuUipHcatio. 

45. Orðþýðingar. Sé í samlagningu allir samleggjendur 
jafnir sín á milli, og menn vita, hvað margir þeir eru, þá finna 
menn summuna með margföldun (Multiplicatio). Heitir það verk 
að margfalda (muZíi^Zícare). Summan heitirþá Framkvæmi (Pro-- 
duetumy eða Factum). Einn af þeim jafnstóru samleggjöndum, 
eða þeirra semeiglnlega stærð, heitir Margfaldandi {MultipUcan- 
dus), en tala eða sá kunnugi fjöldi samleggjandanna heitir Marg- 
faldi {MuUiplicator). Bæði margfaldi og margfaldandi heita sam- 
eiginlega Gjörendur (Factores) t. d. 5 + 5 + 5 + 5 =20. Hér 
er 5 muUiplicandus , 4 er muUiplicator og 20 Froductum. 
fetta kunngjörist þannig 4 x 5 = 20 eða 4.5= 20. fetta 
má lesa þannig : 4 sinnum 5 er 20. í bókstöfum er a x ö = 
a . b = ab, samber (21). X eða . kallast margföldunarmerki. 

1. Viðbót. í margföldun er heildin skoðuð í jöfnum deildum. 
Heildin er framkvæmi, en deildin margfaldandi, og deildanna 
tala margfaldi. 

2. Viðbót. Með samlagningu finnast"^ Framkvæmi eininga með 
einingum. f>ar af er margföldunartaflan (Tabula pythagorica). 
Hún byrjar með 2 . 2 = 4, og endar með 9 . 9 = 81. Svo 
tekur við slærri margföldunartaflan 2 . 11 = 22 og nær til 9 . 
19 = 171. fessar töflur læra menn utanbókar. 

46. Margfaldi og margfaldandi geta skipzt um, eða röð 
gjðranda má vera eptir geðþekkni, t. d. 3svar 5 er sama sem 
5sinnum 3. fvíþar röð samleggjanda má vera eptir geðþekkni 
(18), eða má taka samleggjendur hverja fyrr og hverjasíðar eins 
og vill, þá má rita þetta dæmi svo: 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 ) 

1 + 1 + 1 + 14-1=3.50: 3svar 5 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 j 

= 5 X 3 0: 5sinnum 3. 

Sé hér flatraðirnar samanlagðar, þá er summan 3svar 5 eða 
3 . 5 = 15; sé standraðirnar samanlagðar, þá er 5sinnum 3 
eða 5 . 3 = 15. Nú er heildin hin sama, þess vegna: 3sínn- 
um 5 = 5sinnum 3, eða 3 x 5 = 5 x 3. 

Viðbót. fegar notað er margföldunarmerkið, gildir þá einu. 
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hvort margfaldinn er ritaður hægra megin eða vtnstra megin þess, 

Hingað til heQr hann hér verið settur vinstra megin. 

Almenn sönnun: 

1 + 1 + 1 h Addendi \ 

1 + 1 + 1 b Addendi 1 

\ = a .b (= ab) o: asinnum b 

a A ddendi 

6 . rt (= ba) o: ftsinnum a. 

Sé eins og fyrri fíatraðirnar samanlagðar, þá er summan 
asinnum b; se standraðirnar samanlagðar, er summan 6sinnum a. 
I>ess vegna er asinnum 6 sama sem ösinnum a. 

47. f>egar margfaldinn er kunngjört framkvœmi, verður fyrst 
að margfalda með þeim eina gjöranda þess, og síðan það sem 
út kemur með hinum ððrum. Eilegar margfaida saman fyrst 
báða gjörendur margfaldans og með því framkvæmi aptur marg- 
faldanda t. d.: 

(3 . 5) sinnum 4 = 3 sinnum (5 . 4), 
því (3 . 5) . 4 þýðir að 4 skuli setjast 3svar 5 sinnum sem 
Addendus, það er: 

(3svar 5)sinnum 4=|4 + 4 + 4 + 4 + 4 eptir (45) 
I4 + 44.4 + 4 + 4 
(4 + 4 + 4 + 4 + 4 
|>að er í flatröðunum sama sem : 

5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 
eða þrítekíð 5 sinnum 4. 

En ef standraðirnar eru samanlagðar, þá er það (3svar 4) fimm- 
tekið, eða 5 sinnum (3svar 4). fess vegna: þrítekið (5 sinnum 
4) ersama sem 5tekið (þrisvar 4). far af leiðir, að fyrst verður 
að margfalda (hér 4) með þeim eina gjöranda margfaldans 3, og 
svo það útkomanda með hinum 5; eliegar fyrst með 5, svoþað 
sem út kemur með 3. 

Viðbót. Gjörendur mega umskiptast, hvað margir sem eru, t. d. 

3 '. 4 . 5 = 3 . (4 . 5) = 3 . (5 . 4) = 3 . 5 . 4 =(3 . 5) 

. 4 = (5 . 3) . 4 = 5 . 3 . 4. 
Yfir höfuð 
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a.6.c = a.(6.cj = a.(c.6j = a.c.6 
= (a . c) . 6 = (c . o) . 6 = c . a . ö. 

48. Verkefiit. Að margfalda tölii með 1, 10, 100, lOOO, 
eða yOr höfuð með einingu iiverrar stéttar sem er. 

Úrlausn. Rita svo mörg núil aptan við margfaldanda, sem þau 
eru mörg aptan við margfalda, t. d. 432 X 100 = 43200. 
Að þelta sé margföldun með 100, leiðir af því, að hver eining í 
432 verður við þetta tveim stéttum hœrri en áður, og þess vegna 
hundraðföld við það sem hiin áður var. Af 432 verða þá 432 
hundruð, það er: fjörutíu og þrjú þúsund og tvö hundruð (3). 

49. Verkefni. Að margfalda tölu með einum tölustaf. 
Úrlausn. Hagkvæmast er að byrja hœgra megin og marfalda 

staf eptir staf, og skrifa í ProducHð framkvæmi þeirra hvert fyrir 
sig. En verði af einhverjum staf framkvæmið tveir tölustafir, þá 
skrifast ekki nema sá, sem stendur hægra megin, en hinn geym- 
ist í huganum (m mente) og legst við framkvæmi næsta stafs, 
sem á eptir kemur. t. d. skuli margfalda 648083 með 7, þá 
gjöra menn það svo : 

648083 má og setja svo: 648083 ( 7 
7 4536581 



4536581 



Hér kveð svo að orði: 7 sinnum 3 er 21, skrifa einungis 1 
undir, en geym 2; 7 sinnum 8 er 56 og 2 geymdir er 58, 
skrifa 8, geym 5 ; 7 sinnum er og 5 geymdir er 5 ; 7 sinn- 
um 8 er 56, skrifa 6, geym 5 ; 7 sinnum 4 er 28, og 5 geymdir 
er 33, skrifa 3 og geym 3 ; 7 sinnum 6 er 42, og 3 geymdir 
er 45, skrifa nú 45, þar ekkert kemur á eptir. 

Sönnun. Eptir (45) er margföldun ei annað en samlagning 
jafnstórra samleggjanda, svo margra sem multiplicator tiltekur. 
Hér var multipUcator 7, þess vegna skrifa eg multiplicandus 7 
sinnum, og legg saman þannig: 
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648083 
648083 
648083 
648083 
648083 
648083 
648083 



600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 



40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 



8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 



80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 



4636581 = 4200000 + 280000 + 56000 +560+21 

þessa sönnim má og gjöra meir alment gildandí með þvf að 
taka poJynomium, sem gildir fyrir öll tölukerG (9) 

hW- eU^ + dlP + cU^ + bU+a, 

og margfalda það með einhverri lölu, t. a. m. með 6, þá verður 
að margfalda hvern einasta lið með 6, þá verður 

6 (liU\^ \- eU^ + dU^ + cU^ + bU + a) 

= 6/íZ7[x höcZJ^ + edU^ + ecU^ + ebU + 6a, 

er sjá má, ef tekin er summan af 6 slíkum jafnstórum addendis 
eptir (45) þannig: 

. ^eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
' +eU^ + dm + cU^ + bU + a 
• + 6Z7* + dU^ + cU^ + bU + a 
' +eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
> +eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
' +eU^ + dm + cU^ + btJ + a 
þetta samanlagt eplir (22) eða (40) verður 

6/fOT' h6eO^ + UW + QcU^ + %bU + 6a. 

Eins er það, hvað margir scm addendi eru; þess vegna ef 
multiplicator er = n, þá verður framkvæmið svo: 

nihW- h eU^ + dU^ + cU^ + bU + a) = 

nTiUV- h neU^ + ndU^ + ncU^ + nbU + na. 

þegar kunnug er umferðin í tölukerOnu, má snúa lægri ein- 
ingastéttum í hærri, hvenær sem hinar lægri verða svo margar, 
að þær fylli eina hærrí. 

Skýring, f>egar Pólynomium eða fleiri bókstafir eru innilok- 
aðir í sviga eða Parenthesin, þá merkir það, að öll sú parenthesis 
með sínu efni eigi að skoðast sem ein stærð eðatala væri. Hér 
merkir því 

Q(JiU\L ^. ^[/4 _|. ^c/s 4. cU^ + 1,17 + a) 



7íí7iJ.' 
hU^' 
hW-^ 
hU\^^ 

hW" 
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að fyrst eigi að lcggja saman 

ícL/P-, ...• eZJ^ dU^ cTP, bl\ a 
og margfalda síðan með 6. 

50. Lœrdómsgrein. Eunngjörð snmma margfaldast með 
tolii, þegar sérhver bennar samleggjandi margfaldast með töl- 
unni; eða polynomium margfaldast með tölu, þegar sérhver þess 
liður margfaldast með tölunni. 

Sönnun: I>ar samleggjendur mega takast í röð eptir geð- 
þekkni í samlagningu (18), en margföldun er ekki annað en sara- 
lagning jafnstórra samleggjanda, hverra tala er muUipUcator, en 
stærð multipUcandus (45), þá kemur fyrir eitt, hvort menn í 
samlagningu yíirfara liðina í polynomio eins og þeir standa rað- 
aðir i því, og síðan taka bið annað og fara eins með það, og 
svo bvert eptir annað, og láta summuna alt af safnast, þangað 
til allir liðirnir eru samanlagðir, ellegar menn taka t. a. m. fyrsta 
liðinn í öllum þeim polynomiis og leggja þá saman, og síðan 
binn annan liðinn íþeim öllum, og leggja við þá komnu summu 
0. s. frv., unz allir samsvarandi liðír eru samanlagðir. 

I>essi lærdómsgrein framsezt þannig í bókstöfuro : 
n{a + h + c +'•*') =^ na -{- nb -\- nc -\ 

Sönnun með bókstöfum. a + b + c + — er muUipUcan'- 
dus og n muUipUcator, I>á er 

o + ^ + ^ + •••' 
o + ^ + c + •••• 
Ct -}, ö -|- c + •••• 



n Addendi 



Summa na + n6 + nc + • • • • 

Sama kæmi fram, þó lagt væri saman þannig: 

a + & + c-^-«a + ö + c^'^^ a + 6 + c n Addendi. 

I>e8S vegna productið rétt. 

51. Lærdómsgrein. Tala margfaldast með kunngjörðri 
summu eða polynomio, ef talan margfaldast með sérbverjum lið 
í>ess, og þau frarakvæmi (Partialproductin), sem þá fram koma, 
leggjast saman. 
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Sönnun. f>ar sú gefna tala er bér multipUcandus, þá á luín 
að setjast svo opt sém addendus, sem muUipUcator tiltekur, en 
partar multipUcators eru hans greíndu líðir. Sé þá liðírnir 
samanlagðír, kemur hans heild: og má þá margfalda með henni 
muhipUcandus, ef \ill. En þar röð samleggjanda má vera eptir 
geðþekkni, má einnig taka þá greindu liði muUipUcators, marg- 
falda muUipUcandus með hverjum þeirra. Með þessu móti koma 
þá fram þau partialproduct, er öil til samans fylla aðalfram- 
kvæmið (Totalproductið). MuUipUcandus margtekst þá eins opt, 
og hann hefði verið margfaldaður með öllum muUipUcator í 
einu lagi. 

Sanna má þetla með öðru móti: |>ar margfaldi og margfald- 
andi mega skiptast um (46), þá má eptir (50) margfalda aila liði 
muUipUcators með muUipUcandus, og verður það þá hið sama 
sem að margfalda muUipUcandus með öllum liðum muUipUcators, 

Með bókslðfum kuhngjðrist þetta þannig: 

(a + 6 + c • • • -J n = (an + ön + cn ""). 
52. Verkefni. Að margfalda tölu ritaða eptir dekadik með 
annari tölu ritaðri eptir dehadih. 

Úrlausn. Margfalda margfaldanda með einingastaf margfalda 
eptir (49), svo með tugastaf margfaldans; rita þetta tugastafs- 
framkvæmi undir einingastafsframkvæmið þannig, að einingastafur 
tugastafsframkvæmisins standi undir tugastaf eitíingastafsfram- 
kvæmisins, eða svo, að eins stafs rúm verði autt hægra megin. 
Með sama bætti margfalda með hundraðastaf margfaldans, og 
rita svo, að tvö sæti verði auð fyrir aptan, svo með þúsundastaf, 
0. s. frv., að þrjú o. s. frv. sæti verði auð hægra megin, og yíir 
höfuð skulu við hvern staf margfaldans eins mörg sæti í fram- 
kvæminu auð látast hægra megin sem einingastétt sú, sem marg- 
faldað er með, hefir mörg núll eða stafi aptan við sig. Loksins 
skal leggja saraan öll partialproduct, eins og þau raeð þessum 
hættí standa af sér. 
t. d. 589074 = N 

90067 = P 



4123518 


= 


7 N 


8534444. 


= 


60 N 


6301666.... 


= 


90000 N 



53056127958 = 90067 A' = FN. 
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Partialproductið 3534444 telurhér ekki eintngar fyrstu stétlar, 
heldur annarar stettar eða tugi, eins og þar stæöi 35344440. 
Eins er 5301666 sama sem 53016660000. Punktarnir, sem í 
dæminu standa, þýða 0, til að spara manni ómak að skrifa í 
auðu sætin. Að 60 sinnum 589074 sé = 35344440, leiðir af 
því að 60 = 10 . 6 og 10 . 589074 = 5890740 eplir (48) og 
6 sinnum, það er 35344440 eptir (49). Líkt er með seinasta 
partialproductiðy sem er 53016660000. Loksins eru partialpro- 
ductin samanlögð eptir (20) og (51), því 589074 x 90067 = 
589074 X (90000 + 60 + 7). 

53. Verkefni. Að margfalda saman ótilteknar tölur eða 
bókslafastærðir. 

Úrlausn. 1. Monomia. Lík merki margfölduð saman gefa +, 
ólík merki gefa — . Cocfficient margfaldanda og margfaldans 
margfaldast saman; fæst þá Coefficient productsins, Bóksfafirnir 
skrifast hver við hliðina á öðrum úr margfalda og margfaldanda 
hver með sínum exponent Sé það sami bókstafur sem er í 
margfalda og margfaldanda, þá styttist skriptin með því að rita 
stafina einu sinni með summu exponenta hans í vísis stað. 

Dæmi og sönnun 

+ 3a X 46 = i2ab 
eða + 3a X + 46 = + Í2ab. 

Hér er merkið + bæði í margfalda og margfaldanda, það kall- 
ast lík merki (og eins, þó það væri í báðum gjöröndum — ). 
Froductið verður þá her positift, því sá positif, muUiplicandus 
erhérsettur (ekki burttekinn) svo opt margtekinn addendus, seni 
sá positifi muUiplicator hefir margar einingar. Sé nú t. a. m. 
3a eða + 3a multiplicandus, þa ætti, ef viðhöfð væri samlagn- 
ing, að skrifa + 3a svo opt sem + 46 hefir margar einingar, 
og leggja svo saman. Þá sjáaliir, að summan þar afyrðijíosííif 
af þeim positifu addendis. þess vegna á productið að vera 
positift, eða hafa sama merki sem allir addendi hafa, eða sem 
multiplicandus hefir. Setjum vér nú að væri 
— 3a X + 46 = — 12a6. 

Hér eru merkin ólík, eða annað merki í þeim eina factor en 
í hinum; þá verður productið negatift; því ef skrifa ætti — 3a 
svo opt sem einingar eru í + 46 og leggja saman, þá fengi 
summan — eða yrði negatif af þeim negatifu addendis. f báð- 
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um þessum tilfellum fær productið sama merki sem muUipUcan- 
dus. £n setjum nú að væri 

+ 3a X — 46 = — Í2ab. 

Sá negatifi multiplicator — 46 þýðir, að sá positifi multipli' 
candus + Za eigi að burtnemast (eiíki nú setjast), svo opt sem 
multipHcator 46 heOr í sér einíngar. Eptir samlagningarreglum 
á því að skrifa + 3a svo opt sem einingarnar eru í 46, en þar 
— stendur við 46, þá breytast öll merkin við + 3a í hið gagn- 
stæða eptir (41), svo Za álfzt allsstaðar sem subtrahendus og á 
að burtnemast. En summan af svo mörgum — Za, sem 4( 
ákvarðar, verður negatif (37), því þessir addendi horfa^allir öfugl 
við það sem þeir horfðu í fyrstu; og þess vegna fær nú pro^ 
ductið gagnstætt horfvið multiplicandus, eða verður= — I2a6. 
Sektjum nú loksins að væri 

— 3a X — 46 =^ + 12a6. 

Hér fær framkvæmið gagnstætt horf við multiplicandus, af því 
muUiplicator — 46 er negatif eins og í 3. tilfelli. Ætti hér að 
nota samlagningu, þá yrði að skrifa — 3a svoopt sem 46 hefir 
margar einingar, en af því — stendur við 46, yrði að breyta 
ölUim — merkjunum við 3a í +, og skoða öll þessi — 3a sem 
aubtrahenda og burtnema þá (41), yrði svo summan + 12a6. 
Hér«ru þá upptalín 4 tilfelli, sem hér geta verið. Hið fyrsta og 
íjórða BýndLj að h'k merki gefa +, en hið annað og þriðja, að 
óHk merki gefa — . 

Reglan um coefficientana og bókstaBna sannast af (47) og 
(21), því þegar t. a. m. margfalda skal 

3a X 46, 
þá er 46 kunngjört framkvæmi, má því fyrst margfalda með 4 
eptir (47), þá er 

3a X 4 = 12á, 
því 3a + 3a + 3a + 3a = 12a eptir (21); þar með er þá 
sönnuð reglan um coefficientana, Má og h'ka segja 4 sinnum 
3erl2, en einingarnar, sem taldar eru í 3, era a. þess vegna 
alls 12a. Síðan margfaldast þetta framkvæmi 12a með hinum 
öðrum factor 6 eptir (47), kemur þá 12a6, og þaraf leiðir regl- 
una um bókstaGna. 

Af (47, 1) leiðir, að þar gjörendur mega alla vega umskiptast, 
má margfalda saman tölurnar fyrst, og síðan bókstaGna. 

4 
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Rcglan um exponentana sannast þannig : 
m^ n X m^ n'. 
I>etta er sama sem 

mmmn X mmmmnnn, samber (21). 
Vœri nú allir factorarnir skrifaðir, m sérílagi og n sérílagi, 
þá yrði framkvæmið 

= mmmmmmmnnnn 
og þá er skemra að skrifa 
m' n*. 
Af þessu er reglan sönnuð : að leggja saman exponenta hvers 
stafs sérílagi. 

1. Skýring. f (21) er svo að orði kveðið: Bókstafur raeð 
vísi kallast veldí (potestas), En nú þegar kunnngt er orðið af 
(45), hvað product þýðir, má þýða Veldi þannig: að það sépro- 
duct af jafnstórum töldum factorum, eða framkvæmi taldra jafn- 
stórra gjöranda, en tala þessara jafnstóru gjöranda heilir Vísir, 
cða Veldisvísir (exponens potestatis). I>annig var í dæminu hér 
á undan 

m =■ mmmmmmm, 
Hér eru nefnilega 7 jafnstórir gjörendur, sem allir eru = m, 
hver f;yrir sig. 

2. Skýring. í þessum tölulið er svo að orði kveðið, að hinn 
positip muUipHcator setji, en hiun negatifi muItipUcator burt- 
nemi multipUcandus. Til að skýra þetta betur, vil eg taka 
muUipUcatorana 

+ 3, + 2, + 1, 0, - 1, - 2, ^ 3 
og margfalda með þeim muUipUcandus a, þá er 



ax + 3 = + 3a = 
ax + 2 = + 2a = 
a X + 1 = + la = 
a X = Oa = 


a + a + a 
a + a 
a 



o X — 1 = — la = 


— a 


ax — 2 = — 2a = 


— a — a 


ax — 3 = — 3a = 


— a — a — a. 



I>ar muUipUcation er samlagning jafnstórra taidra samleggjanda 
(45), en muUipUcator er fjöldi hinna jafnstóru samleggjanda (sjá 
sama tölulið 45), þá er 
ax3 = a + a + a, ogax — 3 = — a — a — a. 
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Eíns og hinn positifl mnltipUcator setur muUiplicandus svo 
opt sem einingin er opt innifalin f sjálfum honuni (muZíípíicaíor) 
og gjörir úr muUipUcandus eins margtekinn addendus sem ein- 
jngar eru margar í muUipUcator, svo burtnemur hinn negatifi 
muUipUcator muUipUcandann svo opt sem einingin er innifalin 
í muUipUcator, og gjörir úr muUipUcandus eins margtekinn sub- 
trahendus sem einingar eru í muUipUcator. fess vegna verður 
a X — 3 sama sem — a — a — a. Eins gjörir negatif 
muUipUcator úr negatif muUipUcandus eins margtekinn siiö^ra- 
Jiendus með því að snúa minusunum í plusa (41). 

Til að sýna þessa snúninga, vil cg nú margfalda — a með 
muUipUcatorunum 

+ 3, + 2, + 1, 0, - 1, - 2, ^ 3 
þannig : 

= — 3a = — a — a — a 

= — 2a = — a — a 

= — la = — a 

= Oa = 

= + la = + a 

= + 2a = + a + a 

= + 3a = + a + a + a 

Af þcssum samburðum má nú sjá snúningana og burtnumn- 
ingarnar, sem hinn negatifi muUipUcator gjörir, og hvernig alt 
gengur til. MuUipUcator burlneraur muUpUcandus h'ka, en 
sá er munurinn á þeim burtnumningum, að muUipUcator burt- 
nemur og setur ekkert í staðinn, eu hinn negatifi burtnemur fyrst 
og setur svo hið gagnstæða í staðinn. Aðgæti menn það, að 
muUipUcationin er eins og fjöldi additiona ellegar subtractiona, 
taki svo positif muUipUcator og subtráheri frá honum 1 aptur 
og aptur, þá sést, að hann gengur í gegnum og síðan til hinna 
negatifu stærðanna, og í því hann gjörir þetta, þá snúast fram- 
kvæmin til hinna gagnstæðu stærðanna við þær, sem þau höfðu 
áður. í fyrra samburðinum snérist framkvæmið + 3a = a + 
a + o í hið gagnstæða — 3a = — a — a — a, en í hin- 
um síðara snérist framkvæmið — 3a = — a — a — a í hið 
gagnstæða + 3a = + a + a + a, en þegar muUipUcatorinn 
gekk í gegnum 0, gekk einnig framkvœmið í gegnum 0. 

4* 
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2. Polynomia. Sé sá eíni factor polynomium, þá margfald- 
ast eptir (50) eða (5Í), en sö báðir gjðrendur polynomium, þá 
margfaldast allur multiplicandus með sérhverjum lið í multipli- 
cator og partiálproductin leggjast saman. 
Sannast af (50) og (St). 

54. Dæmi upp á margfaldanir bókstafastærða. 

í bókstafareikningi þarf ekki að byrja 
margföldun né samlagníngu hægra meg- 
in, því þar er ekkert að geyma (eða hafa 
m mente) eins og í talnareikningi (49). 
Hér raá því byrja með því að segja: a 
sinnum a er á^, og o sinnum b er ab, 
þá er fengið fyrra partialproductið a^ + áb, því næst er marg- 
faldað með b, og sagt: b sinnum a er ab (bezt er að rita bók- 
stafina í stafrofsröð) og b sinnum 6 er 6^; þá er komið síðara 
partialproductið ab + ö^; og svo er lagt saman. f>essi marg- 
földun táknast þannig : (a + b) {a + b) = a^ + 2ab + 6« 
ellegar, þar báðir gjörendur eru jafnir, svo (a + b)^ = a^ + 
2ab + b^i samber (21). Sé I>etta enn margfaldað með a + b, 
þá er það svo : 
«2 ^ 2ab + b^ 

g + b Hér með finst, að (a + b)^ 

«8 + 2a2ö + ab^ = a^ + iaH + Saft^ + 6» 

a^b + 2ab^ + b^ 



a^+ ZaH + 3a62 + b^-^'B. 
Nú viljum vér flnna (a — b)^ og (a + 6) (a — b) 
a — b 
a — b 







o«— ab 

— ab + b^ 


o« — 2o6 + ft« = (o - 

o + 6 
o — 6 


-6)«.. 


o«+ o6 
— o6 — &* 



— 6"= o"— 6«= (o + 6)(o — b)'-"D. 
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^þes'si ofanskrifuðu product eru þess verð, að menn muni þau 
utanbókar, því opt þarf að nota þau í bókstafareikningí, svo sem 
til að leysa upp bókstafastærðir í factores, o. s. frv. fannig 
má lesa: 

(a + ö)2 = a^ + 2ab + b^, 

Kvaðrat binomii, eða binomium margfaldað með sjálfu sér, 
er jafnt Itvaðrati hins fyrra liðar (o^) tvöföldu producti beggja 
liðanna {2ab) og hvaðrati hins síðara liðar (b^). Eins má lesa 
hvaðratið, þó binomium sé a — b^ eða mismunur tveggja stærða; 
þar hafa liðirnir óh'k merki, verður svo miðiiðurinn negatif, en 
hvaðrötin bæði positif, þannig: a^ — ^ab + b^ eins og áður 
er fundlð. Menn geta nefnilega skoðað (a — b)^ eins og það 
væri [a + (— 6)J2, þá er hvaðrat fyrra liðar = a^; hið 2falda 
product beggja liðanna = 2a (— 6) = — 2aö, og hvaðrat 
síðara liðar = ( — b) (— 6) = + 6^ _ ^2^ verður þá tilsamans 
a^ — 2ab + b^. 

Margföldunin (a + b) (a — b) = a^ — b^ má lesast þannig : 
Summa tveggja slærða margföiduð með sömu stærða mismun er 
jöfn mismun sömu stærða hvaðrata. 

Dæmi í tölum getur verið: 

(5 + 2) (5 — 2) = 52 — 22 = 7 . 3 = 21 
eða 7 X 3 = 25 — 4 = 21. 

Aptur á mót má eptir sömu reglu ætíð uppieysa kunngjörðan 
mismun tveggja hvaðrata i tvo kunngjörða factora, með því að 
mynda þann eina factorinn af summu, en hinn annan af mismun 
fcua^raírótanna 0: talnanna, sem hvaðrötin eru tekin af t. a. ra. 

122 ~ 92 = (12 + 9) (12 — 9) = 
144 — 81 = 21 X 3 = 63 

Með líkum hætti getur sá, sem kann utan að þau tilheyrandí 
product i bókstöfum, ælíð uppleyst í factora. 

'a^ + 2aö + 62 = (« + 6) (a + 6) eptir A 

a^ — 2aö + b^ = (a — 6) (a — b) eptir C 

a^ + Za^b+ Zab^ + b'^= (a + 6) (a + 6)(a+6).... eptir^ 

a^ — 3a^b+ 3ab^ — b'^= (a — b) (a -- b)(a-^b)" • eplir^ 
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Trinomia margfölduð saman 
5^4 — 2a*6 + 4a*6* muUipUeandus 
«8 4. Aa^b — 26^ multiplicator 

5a' — 20^6 + Aa^b^ 

20a«6 — 8a'^6'^ + 16a*6» 

— 10a*63 + 4a36* — 8a«6* 

öa^ + I8a66 — Aa^b"^ + 6a*63 + ia^b^ — SaH^ 

í þriðja partialproductinu (sérframkvæminu) mátti ekki leggja 
— 10a*6^ saman við stærðimar þar fyrir ofan, sem telja a^b^y 
þar þær ekki eru samkynja; heldur átti — 10a*6^ í þriðja sér- 
framkvæminu, saman við + 16^*6^ í öðru sérframkvæminu og 
er því lagt samanvið það. + 4a^6* og — Sa^b^ er ekki 
samkynja neinu, og skrifast út af fyrir sig. J>að er einnig 
atbugavert, að summa exponenta stafanna er í hverjum lið í 
öllum multiplicandus = 4 , og í mu7íep?/caíorsliðunum = 
3. I>á kaliast muUiplicandm homogen (samkynja) sjálfum sér, 
og eins muUiplicator samkynja sér eptir eðli sínu. I>á verður 
einnig framkvæmið samkynja sér; þar er summa vísanna í hverj- 
um lið = 7. jþessi regla er oplastnær gildandi í mælifræðinni, 
þó að einnig beri við, að menn víki frá henni. 

Ðæmi með ótiUeknum vísum. 
x'''^ + ax'"^ + a^a;^-3 + a^x""^ • • • • + a'^'^x + a""^ 
X — a 

^" + ax'l'^ + aV^-2 + a^x""^ \- a"^" V+a"-^a? 

ic^ » II » » » — a^ E. 

Hér er framkvæmið einungis = a?" — a°» því allir liðir þar 
ámilli eru uppgengnir. fessi margföldun er lærdómsrík ogverð 
að muna, því bún yíirgrípur óteljandi tilfeUi, af því exponent- 
arnir eru ótiUeknir en fylgja þó vissri reglu eða lögmáH. Lær- 
dómur sá, sem hér í Uggur, kemur opt til nota í mathematih 
MuUipUcandus er nokkurskonar Series (Talnaröð) með niðurstíg- 
andi veldum að því er x áhrærir, cn uppstígandi að því, er á- 
hrærir a. það má einnig hafa endaskipti á muUipUcandus ; þá 
verða veldin uppstígandi við .t, en niðurstígandi við a. far sem hér 
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staQda punktaraðir, þar á að fylla með líðum eptír líku formi, sem 
hiQir liðirnir hafa, en þeir vísar, sem vanta, verða kuQQUgir, þegar 
hinir vísarnir eru gefnir í tölum. 

Væri QÚ í þessu dæmi n = 7, þá væri framkvæmið x^ — a^, 
margfaldinn væri eins og áður x — o, en margfaldandi yrði þá 
x^ + aa:» + a-x^ + a^x^ + a^x^ + a^x + a®. 

Hér er í hverjum lið summa vísanna = 6, en í bókstöfunum 
var hún = n — 1. Setjum vér nú a = 1, þá fœr sú Ser%e9 
þessa ás}'nd: 

X^ "{' x^ + x^ + x^ + x^ + \ 
og sýnist þá ekki vera homogen, en er það samt, þvf öll veldi 
af 1 eru = 1. Alt eins má láta a vera negatifa stærð t. d. 

— í, þá fær Series þessa mynd. 

x^ — x^ + x^ — x^ + X^ — X + i 
vegna þess að lík merki margföiduð saman gefa +, en óiik — . 
|>á verður nefnilega ef a = — 1, hið annað veldi a^ = — 1 x 

— 1 == + Ij ogþriðja veldi a^ = — Ix — 1 x — 1 = 

— 1 eða þar — 1 x — 1 = + 1, þá — 1 x — 1 x — 1 
= + 1 X — 1 = — 1. 

Seljum vér í aðaldæminu E, n = 2 og a = — a, svo það 
verði neitandi stærð, þá verður í margfaldanda x^'^ + ax^'^ 
= X — oLX^'j fleiri hði má þar ekki taka, því series endar á 
liðnum a""^, sem hér er a eða — a með engum xfactor, 
sem er hið sama em x^, sem er = 1, því 1 a: = a?, x x =^ 
ít^, 0. s. frv., því eins og gjörendur fjölga með því að setja þá, 
6V0 fækka þeir með því að taka þá burtu (sem Ijósara verður 
síðar). Margfaldinn x — a verður níi x — ( — a) = a? + a, 
(36 K). Framkvæmið x^ — a" veríur x^ — (— a. — a) = 
x^ — (+ a^) = x^ — a^. þannig er þá framkomin margföld- 
unin (x — a) (x + ol) = x^ — a^ eða product summu og 
mismunar sömu talna er jafnt mísmun sömu talna hvaðrata, 
eins og áður er fundið, þar sem í dæmi stóð : (a +b)(a — b) 
= a^ — b^. f>essi formúla getur létt reikning í tölum, t. a. 
m. þar eru tveir vellir rétt ferhyrndir; sá eini 114 faðmar á 
hvern veg, en hinn 109 faðmar á hvern veg. Hversu stór er 
mismunur þeirra að fermáli? I>á segir i geometrm, að hann se 
114^ — 109^, en eplir umtalaðri formulu cr þetta sama sem 

(114 + 109) (114 — 109) = 223 . 5 = 1115 ferfaðmar. 
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f>aDDíg sést, að ótíltekiDDa stærða margfölduD getur hjálpað tíl 
að fiDDa alnieDt gildaDdi setDÍDgar, eÍDDig tii að uppleysa bók- 
stafastærðir í gjöreDdur, sem opt er mikilsvert t. o. m.: 

Ux^ + 8xg + g^ =(4a?+ 9) (4a;+9) = (4a? + 9)« eptir A 

x^ — exg + dg"^ = (a? — 39)^ eplir C 
25/^^2 _ 9^2^2 ^ (5^^ 4. 3^) (5^^ _ zrn) eptir D 

(^ + gf- (X - 9f= [(^ + 9) + (x- g)] [(X + g)-(x- g)] 
= 2x . 2g = Axg eplir D. 

Hér í iiggur sá lærdómur : HveDær sem meDD hafa hið 4falda 
framkvæmi tveggja stærða, þá má SDÚa því í mismuD tveggja 
Tivadrata, t. d. 

4.5.3 = 4xg, þá er 5 + 3 = 6, 5 — 3 = 2, þá og 
8« — 22 = 64 — 4. 

Selji meDD dú hvaðröt fyrir x og g, og gjöri a? = m^ og 
g = n^j þá verður seiuasta formulan þaDDig: 

(m2 + n2)2 — (m2 — n^)^ = Am^fr 
hér af leiðir: 

(m^ + n-)2 = (m^ — n^)^ + 4mV 
Setji meoa síðaa m^ + n^ = c, 2mn = a, og m^ — n*=6, 
þá verður 

c^ = a^ + 62 

og kemur það til gagas í geometríu til að QaDa alla svo aefada 
saramælilega rétlhyrada þríhyraÍDga (triangula rectangula ratio- 
naliá) með því að setja hverjar tölur sem vil! fyrir m og n, og 
reikoa svo þar íit af a, b, c, en m þarf að vera stærra ea n. 
f>á verða a, b, c hliðaraar þríhyrDÍDgsias, ea c verður sú, sem 
Hggur aadspæais hiau rétta horai. þá verður t. a. m. 
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55. Frumsagair. 
1. Jafaar stærðir margfaldaðar með jöfaum stærðuai gefajöfa 
framkvæmi : 
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a = b 
m = n 


11=5 + 
7=3 + 


6 
4 


am = bn 


77 = 15 + 

12 = 5 + 
8 = 10 — 


18 + 20 + 24 

7 
2 




96 = 50 + 

15 = 14 
- 6 = — 4 


70 — 10 — 14 
120 — 24 = 96 

+ 1 
— 2 



— 90 = — 56 — 4 — 28 — 2 

2. Ójafnar játandi stærðir margfaldaðar með jöfnum játandi 
stærðum gefa misstór framkvæmi; hið stærra framkvæmi verður 
þeim megin, sem meira var margfaldað: 

a>6 12>5+6 

m= n 7=3+4 

am> bn 84 > 15 + 18 + 20 + 24 

3. Jafnar játandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum játandi 
stærðum gefa misstór framkvæmi; hið stærra verður þeimmegin 
sem með meira var margfaldað: 

a = b 12 =7+5 

m> n 8 > 7 

am> bn 96 > 49 + 35. 

f>essa reglu má ætíð nota. £n að því er neitandi jafnar 
stærðir snertir, þá snyst > í <, og •< í >, yfir höfuð: þetta 
merki snýst við 

— 10 = — 10 
8 > 7 



— 80 < — 70 

f>egar stærðimar skoðast með merki sínu, þá er — 80 < — 
70; en skoðist þær að burthugsuðu merkinu (danice: med Abs- 
traction af Tegnet), þá er 80 > 70 eptir höfuðreglunni. J>ess 
vegna ef menn vita, að jöfnu stærðirnar eru neitandi, þá snúa menn 
merkinu við; enviti menn það ekki, þá áh'ta mennþær sem +, 
og iáta höfuðregluna gilda. 
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4. Jafaar játandi stærðir margfaldaðar með mísjöfnum neit- 
andi sDúa ekki merkinu við, t. a. m.: 

12 = 12 
— 5 > — 6 



— 60 > — 72 

Hér er — 60 > — 72; þetta leiðir af reghmni 2 í þessari 
grein, með því að skipta um gjörendiir. 

5. Jafnar neitandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum neit- 
andi stærðum snúa merkinu við, svo sem: 

— 12 = — 12 

— 5 > — 6 

60 < 72 
Hér snýst merkið við, ekki fyrir þá skuld, að margfaldað er 
með misjöfnum neitandi stærðum, heldur vegna þess að þær 
margfölduðu stærðir eru neitandi. |>etta leiðir af 4. reghi með 
því að absfrahera (burthugsa) wítnt/smerkið frá 12; þá hefði 
komið — 60 og — 72 eins og dæmið þar sýnir. En eins og — 
72 er lengra frá heldur en — 60 er frá 0, þá verður eins, 
þegar —- breytist í +, 72 lengra frá heldur en 60 er frá 0, 
en stefnan verður hin gagnstæða, og þá verður það stærra, sem 
aður var minna. Játandi stærð er því meiri, sem hún er lengra 
frá 0, en neilandi stærð því minni, sem hún er lengra frá 0. 

6. Jafnar neitandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum ját- 
andi stærðum snúa einnig merkinu við 

— 12 = — 12 
6 > 5 

— 72 < — 60 

7. Jafnar neitandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum stœrð- 
um, ef ein þeirra er játandi, en hin neitandi, gjöra sama : 

— 12 = — 12 

6 > — 5 



- 72 < 


60 


— 12 = — 


12 


- 5 < 


6 


60 > — 


72 
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I>essir töluliðir 5, 6 og 7 geta innibundizt í einni setningu. 
nefnilega: 

8. Jafnar neitandi stærðír margfaldaðar með misjöfnum, hvort 
sem þær eru játandi eða neitandi, eða sín með hverju merki, 
snúa meirleiksmerkinu við. 

56. Verkefni. Að margfalda viðkendar og fleirkonar tölur 
með óviðkendrí. 

Úrlausn. JVlargfalda fyrst mínsta kyn með óviðkendu tölunni. 
Verðí framkvœmið svo stórt, að það fylli einingu, eina eða fleiri 
af næsthærra kyni, þá tak af framkvæminu svo margar einingar 
hærra kyns, sem verður, og skrifa afganginn í aðalframkvæmið, 
(eða undir minsta kyn í margfaldanda). Margfalda síðan næst- 
hærra kyn í margfaldanda, og legg við það, sem út kemur, tölu 
hinna hærri eininga, sem fengnst úr minna kyni. þannig skal 
áframhalda, hvað mörg sem kynin eru, að margfalda hvert kyn 
með raargfaldanum, og leggja þar við einingar þær, sem fást úr 
binu mínna kyní. 

þetta gjörist Ijósara með dæmi. I>ar skyldi eiga að margfalda 
45 rd. 4íí 13/3 með 7, þá gjörist það svo: 

45rd. 4?/ 13/3 ( 7 Hér má svo að orði kveða: 7 sinnum 

320rd. i^ ílfi 13 er 91, en 91/3 er 5íi (sem er80 

/3) og 1 1 /3, sem skrifast undir skild- 
ingana; en b U geymist. |>ar næst 7 sinnum A ]/- er 28 xnU og 
5 geymd er 33 U- þar af má taka 5 rd. sem er 30 Uj verða 
eptir 3 }^y sem skrifast undir mörkin ; en 5 rd. geymast. Nú fer 
eg að margfalda ríkisdalina, og segi 7 sinnum 5 er 35 og 5 
geymdir er 40 rd., skrifa einingastafinn undir ríkisdalina; en 
geymi 4 tugi; 7 sinnum 4 er 28, og 4 geymdir er 32, sem 
skrifast fyrir framan 0; verður svo aðalframkvæmið 320 rd. 3# 
11/3. 

Sönnunín er hér öldungis eins og í (49). 

þegar framkvæmi hinna margföiduðu kynja er stórt, og þarf 
aövita, hvað margar einingar hærra kyns liggja þar í, þá þarfað 
bafa tii þess deilingu, en hún verður síðar kend. f>ó mun það, 
sem hér er sagt, verða skiljanlegt án þess búið sé að kenna 
bana. Annars geta menn í bráð notað margföldun og frádragn- 
ingu, sem í rauninni er hið sama sem deilingin, þó talnabrögð 
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sjálfrar deiliagarinaaa gjöri verkið hægra. það verk að snúa lægra 
kyni í bærra, einnig bærra kyni í lægra, kallast kynbreyting. 

Ðæmi upp á það, þegar margfaldinn er stór. 

Margfalda 14« 16Ióð 3 kvintin með 486. 

14% leióð Bkvintin ( 486 Hér má segja: 3svar 6 er 18, 
7058® 121óð 2kvintin skrifa 8 annarsstaðar (í bjá- 

ritningu), geym 1; 3svar 8 er 
24, og Igeymdur er 25, skrifa 5, en geym tvo; 3svar 4 er 12, 
og 2 geymdir er 14, skrifal4; erþá komið i bjáritninguna 1458; 
þetta eru þau margfölduðu kvintin. Nú ganga 4 af þeim í 1 lóð, 
svo hér má aftaka 364 lóð, því 4 sinnum 364 lóð erul456kvint- 
in; ganga þá af 2kvintín, sem skrifast undir kvintinin i aðalfram- 
kvæmið. því næst margfalda eg næsta kyn 16 lóð með 486, 
eða 486 með 16 eptir stærri töflunni, og segi: 6 sinnum 16 er 
96, skrifa í bjáritning 6, en geymi 9, 8 sinnum 16 er 128 og 9 
geymdir er 137, skrifa 7 í hjáritning, en geymi 13; svo 4 sinn- 
um 16 er 64 og 13 geymdir er 77; skrifa þá; er svo komið í 
hjáritninguna 7776, þar við leggjast hin geymdu lóð 364, verða 
8140 lóð. Nú eru 32 lóð, sem gjöra 1«, og má hér aftaka 
254«, sem eru 8128 lóð, ganga þá af 12 lóð, en 254« geyra- 
ast. f>au 12 lóð skrifast í aðalframkvæmið. Loksins margfalda 
eg 14« með 486 eða 486 með 14, og segi : 6 sinnum 14 er 
84, skrifa 4 í hjáritning, geymi 8; 8 sinnum 14 er 112, og 8 
geymdir er 120, skrifa í hjáritning, en geymi 12; 4sinnum 14 
er 56, og 12geymdir er 68; þá er í hjáritninguna komið 6804; 
þar undir má skrifa 254 « geymd og leggja við, koma 7058 «, 
sem skrifast í aðalframkvæmið, svo það verður 7058« 12Ióð 2 
kvintin. 

Hér við má og hafa þá aðferð að dreifa margfaldanum, og má 
það ske með mörgu móti, svo sem: 

486 = 6 + 480 = 6 + 48 . 10 = 6 + 6 . 8 . 10. 

Ilér má nefnilega fyrst margfalda með einingastafnum 6, og 
skrifa framkvæmið þar af með öllum þess kynjum. Svo má nota 
þetta framkvæmi aptur, og margfalda það með 8, þá er fenglnn 
sá 48faldi multiplicandus. Síðan margfaldast hann með 10, þá 
er fenginn sá 480faldl multiplicandus. Yið hann er lagður hina 
ðfaldi multiplicandus, sem áður er fengina, kemur þá binn 486 



Digitized by 



Google 



Gl 

faldi muUipUcanduB, erfinnast átti. J>essi roargföldiinaraöferð er 
þá svona á að sjá : 

14% 161óð 3kvint. (6(486 Hér margfaldast mumpU^ 

87 «J 41óð 2kvint. (3 6 candus fyrst með 6 og 

ö^^- 4 n ^^^ ^ fæst 87« 41óð 2kvintin, 

^971 8 þetta marfaidast nú með 8 

7058» 121óð 2kvinL og fæst 697» 4 lóð, en 

það strykast út, til minnis 
um, að það eigi ekki að leggjast saman við hin önnnr fram- 
kvæmi. Nú margfaldast 697» 4 lóð með 10, kemur 6971» 8 
lóð, sem er binn 480faldi multipUcandus ; og loksins er lagt 
saman hið 480falda og hið 6falda, en hlaupið yfir hið yfirstryk- 
aða, sem var hið 48falda. 

Fleiri eru aðferðir dreiGngar; svo sem að leysa muUipUcator 
npp í factores, en ekki addendos, eins og hérvar meðfram gjört. 
j>egar þessi muUipUcator skal leysast upp í gjörendur, þá er 

486 = 2 . 9 . 9 . 3 = 9 . 9 . 6. 

þetta síðara er hentugast, svo gjörendurnir verði sem fæstir, og 
imdir eins verði hægt að margfalda með hverjum þeirra. Fyrst 
margfaldast 14» 18lóð 3 kvíntin með 9, svo það, sem þá fram 
kemur, með hinum öðrum 9, og seinast það, sem þá út kemur 
með 6. Hér er engin samlagning hinna sérstöku framkvæma 
viðhöfð. Reikningurinn er þá svona á að líta: 

14» 161óð Skvint. (9 



130» 221óð 3kvint. (9 
1176» 121óð 3kvint. (6 
7058» 121óð 2kvint. 



Hafa má einnig við ásamt gjðrðndunum hvort sem vill heldur 
samleggjendur eða frádraga; þá er t. a. m. 486 = 5 . 7 . 7 . 
2 — 4. Haö maður þessa dreifingu, þá er reikningurinn svona 
á að lita : 
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14 S leióð Skvint. (5 (486 = 5 .7.7.2 — 4 



72» 


19lóð Skvint. 


(7 


508» 


lOlóð Ikvint. 


(7 


3558« 


7 lóð 3 kvint. 


(2 


7116« 
— 58« 


15!óð 2kvint. 
3lóð » 





= 4 (14ÍR leióð 3kvint.) 



7058« 12 1óð 2kvintin. 



Einkiim erii addendi og suhtráhendi handhægir, þegar þeir 
eru = 1, því þá þarf ekki að margfalda með þeim. þá má og 
líka nola iipp aptur margfaldanir, sem áður eru gjörðar. t. d. 
i sama dæmi: 

486 = 485 + 1 = ö • 97 + 1 

= 5 . (32 . 3 + 1) + 1 

= 5 . (4 . 8 . 3 + 1) + I. 

Hér má fyrst 5falda muJtipJicandus, svo 4falda það, sem út- 

kemur, þá 8fa!da og 3falda; því næst leggja þar við einfalt hið 

5falda; þá er búið að fullnírgja 5 . (4 . 8 . 3 + 1). Loksins 

leggur maður hið einfalda þar við. Reikningurinn verður þá 

svo: 

14« 16lóð 3kvintin (5 



72« 191óð 3kvintin 


(i 


290« I5lóð » 


(8 


2323« 24lóð » 


(3 


6971« 81óð . 
72 19 3 


7043 27 3 
14 16 3 



= 5 {14« 16_lóð 3kvint.) 

= 1 (14« 161óð 3kvint. 
7058« 121óð 2 kvintin. 

Hér mátti einnig gjöra báðar seinustu samlagningarnar i einu 
(sem ætíð er bezt að gjðra, þegar svo stendur á), þannig: 
6971« 81óð 
72 19 3 =5 (14« 161óð Skvint.) 

14 16 3 == 1 (14« 161óð 3kvint.) 

7058« 121óð 2kvint. 
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Deiling (Divisio). 
57. Orðþýðingar. Deiling er sú reikningsalhöfn, hvar með 
rannsakað verður, hversu opt ein lala er innifalin í annari. Sú 
tala, sem þannig innifelst í annari, heitir deilir eða hluti (Divi" 
sor). Ilin talan, sem innibindur hana, heitir deilandi {Dividen- 
dus). En sú taia, sem segír, hvað opt deilir er innifalinn í deil- 
anda, heitir kvoti eða hlutataia (Qvotiens). Stundum ber það 
til, að nokkuð er umfram, og heitir það afgangur eða leifar 
(Eesiduum). þegar engar eru leifar, kallast að Divisor gangi 
upp í Dividendus, eða Dividendus sé Multiplum Divisors, en 
Divisor kallast þá Mælir (Mensurá) eða SubmultipJum Dividendi, 
þetta hið sama gildirþá eins um hvotann og DividenduSj þegar 
engar eru leifarnar, nefnilega að Dividendus er Multiplum kvot" 
ans, og kvotinn mælir eða Submulíiplum Dividendi. Úr þess- 
um leifum (þegar þær eru), gjöra menn stundum brot, sem í 
rauninni ekki er annað en innfærsla nýmyndaðrar einingar, hvar 
um síðar talað verður. Deilingin táknast þannig a : b = c, ellegar: 

-r- == c; eða í tölum: 20 : 5 = 4, ellegar -r- = 4. Hér er 
a eða 20 Dividendus, b eða 5 Divisor, og c eða 4 Kvotiens. 
Táknanir deilingar eru því tvær: önnur tvíslingurinn (:), er þá 
deilandi ætíð á undan, en deilir ætíð á eptir; hin er töluskrípt 
fyrir ofan og neðan lítið stryk; er þá deiiandi ætíð fyrir ofan, en 
deilir ætíð fyrir neðan strykið. 

1. Viðbót. í deilingu er heildin skoðuð í jafnstórum pörtum. 
Heildin er þar Dividendus, í þessum dæmum a eða 20; hún 
inniheldur divisor b eða 5 nokkrum sinnum; þetta er hlutinn, 
sem í heildinni kemur jafn aptur og aptur. Hlutatalan er c eða 
4 og segir, hvað opt hlutinn innibindist í heildinni. Ef afgangur 
verður, þá er hann að sönnu (optasl) ójafn hinum pörtunum, en 
þeir hætta ekki að vera jafnir fyrir það, og það var alt af til- 
gangur verksins að skoða heildina í tilliti til hinna jöfnu part- 
anna, en sá eini ójafni partur framkom eins og af tilviljun. 

2. Viðbót. Sé deiling samanborin við raargföldun, þá er: 

Productið sama sem dividendus, 
multiplicandus sama sem divisor, 
og multiplicator sama sem kvotiens. 
Deilir og kvoti eru því Factores Dividendi, og þar factores 
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getaskipzt um, þá geiiw multiplicandus orðið að hvota ogmulti- 
plicator að divisor, En ekki geta menn í deiiingunni eins hag- 
kvæmlega sem í margfölduninni skípt um factora, þar annar þeírra 
er að eins kunnur, en hinn ókunnnr, ef ekki er búið að íinna 
bann. Einníg útheimtist til fuUkominna umskípta, að ekki sé 
afgangur, heldur að hann sé gjörður að broti. 

3. Viðbót. Sé deiling samanborin við frádragningu, þáerhún 
sama sem fleiri frádragningar með jöfnum subtrahendis, á sama 
hátt, sem margföldunin er samlagning mcð jöfnum addendis. 
Dividendus er þá sá fyrsti minuendus, en divisor er subtra- 
hendus, tekinn hinn sami nokkrum sinnum, og hvotinn er sú 

tala, sem segir, hvað opt subtrahendus er tekinn. í dæminii 

20 
20 : 5 = 4 eða -r- = 4 er sú ítrekaða frádragning 

20 — 5 — 5 — 5 — 5 = 

eða 

20 — 5 = 15; 15 — 5 = 10; 10 — 5 == 5; 5 — 5 = 0. 

20 
Með umskiptum á gjöröndunum verður hér -y- = 5, það er 

20 — 4 — 4 — 4 — 4 — 4 = 0. 

4. Viðbót. Eins og af kunnugri heild og hennar deild má 
með subtraclion íinna þá fyilandi deíld (25, 1.), eða eins og af 
summunni og hennar eina addendus má með subtraction finna 
þann fyllandi addendus, svo má og af producti og þess eina 
factor, með division finna hinn annan factor. Með margföld- 
unartöflunum (45, 2) raá hæglega gjöra þetta við tölurnar fyrir 
innan 20. 

58. Sambðnd margföldunar og deilingar, sem umtöluð eru 
f (57), eru framsett í þessum formulum: 



h 


Product = Multiplicandus 


X MultipHcator. 


2, 


Dividendus = Divisor 


X Kvotiens. 


3, 


Dividendus = Kvotiens 


X Divisor. 


4, 


Multiplicator — Product 


: Multiplicandus. 


5, 


Multiplicandus = Product 


: Multiplicatör. 


6, 


Divisor = Dividendus 


: Kvotiens. 


7, 


Kvotiens = Dividendus 


: Divisor. 
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Ef afgangur er, þá er 

8, Dividendus = Divisor X Kvotiens + Residuum. 

9, Dividendus = Kvotiens X Divisor + Residuurn. 

10, Divisor = (Dividendus — Residuum) : Kvotiens. 

11, Kvotiens = {Dividendus — Residuum) : Divisor. 

12, Residuum = Dividendus — Divisor x Kvotiens. 

58*. 1. Kunngjört framkvæmi deilist með tölu, þegar einn 
þess gjörandi deilist með henni, en hitt heldur sér. 

2. Tala deilíst með kunngjðrðu framkvæmi, þegar hún deilíst 
með einum þess gjðranda, og sá hvoti aptur með öðrum gjðr- 
anda, og svo hvað af hverju, unz búið er að deila með öllum 
gjörðndum deilis. 

Hvortlveggja þelta sannast af (58, 2), þar sem slendur: 
Dividendus = Divisor X Kvotiens, því sS þessir skoðaðir 
sem framkvœmi, þá fær kvotinn einungis þa gjörendur dividendi, 
sem divisor ekki hefir. I>etta táknast þanníg með bókstðfum : 
abcd = a X hcd ef a er divisor 
abcd =z ab X cd ef ab er divisor 
ábcd = abc X d ef abc er divisor. 
Hér af sést, að bæði má 1 einu lagi deila með fleirum gjör- 
ðndum deiiis, og h'ka með eínum og eínum, unz með oll- 
um er deilt, því kvotinn fær einungis þá gjörendur dividendi, 
sem divisor ekki hefir. Sama væri, þó tölur væri hafðar með 
margfðldunarmerki á milli fyrir bókstafina. 

Að fyrri reglan í þessum tölulið gildir í öllum þessum deil- 
ingum, sést enn betur þannig: 
abcd = a X bcd 
má lesast a í a er 1 sinni, þá er Ttvotifin í bcd, en þar coeffici^ 
entinn 1 er ekki skrifaður í bókstöfum, þá verður Jtvotinn = bcd, 
Hér var fyrst gjörandi dividendi deildur með divisor. Sömu- 

leiðis 

abcd = {ab)cd = {ab) X cd 

má iesast: 

(ab) í {ab) er 1 sinni, og hvotinn er = \cd = cd o. s. frv. i 
Einnig má þanníg sundra: 

abcd = {ab)cd = a X bcd. 
I>etta má þannig lesa: 

a í (áb) er &sinnum| þá livotinn 6.. cd = bcd. £n altafkoma 

5 
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þeir gjörendur deilanda í kvotann, sera divisor ekki heflr. jþess 
vegna tekur Isvotinn ekki móti neinum gjöröndum divisors, 
59. Verkefni. Að deila tölu með einum tölustaf. 

Úrlausn. Ðyrja vinstra megin, og skrifa deili þeim megin í 
boga. Sé deilir ekki stærri en fyrsti stafur deilanda, þá deil 
deilandastafnum með deili, skrifa hvotann þar niður undan deil- 
andastaf fyrir neðan stryk. En sé deilir stærri en fyrsti deilanda- 
stafur, þá deil tveimur fyrstu deilandastöfum með honum, og 
skrifa hvotann undír hinn síðara deilda deilandastaf. Geym af- 
ganginn, ef nokkur er, í huganum, ellegar (ef rúm er) skrifa 
hann fyrir ofan hinn síðara deilda deilandastaf. Les þenna af- 
gang eins og tugastafur væri framan við næstkomanda deilanda- 
staf, og deil þessum tveiraur stöfum með deili, og skrifa fcuoí- 
ann fyrir neðan strykið rétt niðurundan þeim nytekna deilanda- 
staf. Verði þar afgangur, geym hann eða skrifa fyrir ofan þana 
seinast deilda deilandastaf. I>annig skal halda áfram, unz allir 
stafir deilanda eru deiidir. 

Dæmi verður Ijósast hið sama, sem haft var til margföldunar í 
(49), því þá má saman hera mardföldun og deilingu. 
Margföldun Deiling 

3 5 52 3 5 52 

648083 (7 Deilir 7) 4536381 Deilandi 



4536581 648083 hvoti. 

Hér eru í margfölduninni ritaðir fyrir ofan margfaldanda þeir 
stafir, sera þá voru geyradir i huganum, og það hver þeirra npp 
yfir þeim staf, sem hann átti við að lcggjast. f>essir hinir sömu 
geymdu staQr í margfölduninni verða nú einnig þeir hinirsömu; 
sem nú eiga að geymast í deilingunni. Nú má í deilingunni 
þannig taka til orða: 7 í 45 eru 6 sinnum; 6 sinnum 7 eru 42, 
frá 45 eru 3; skrifa 6 fyrir neðan strykið undir 5, en 3 fyrir 
ofan 5. þessir 3 voru afgangurinn. þar næst segi eg : 7 í 33 
er 4 sinnum, því 4 sinnum 7 er 28, frá 33 er 5. Skrifa 4 undir 
strykið neðan 3, en 5 fyrir ofan 3. Siðan segi eg: 7 í 56 erS 
sinnum, því 7 sinnum 8 er 56 ; frá 56 gengur ekkert af; skrifa 
8 fyrir neðan, en ekkert fyrir ofan. því næst segi eg : 7 f 5 er 
Osinnum, skrifa fyrir neðan strykið, en 5 fyrir ofan. 7 í 58 
er 8 sinnura, því 7 sinnura 8 er 56, frá 58 er eptir 2; skrifa 
8 fyrir neðan en 2 fyrir ofan. 7 í 21 er 3svar, gengur ekkert 
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af; skrifa 3 fyrir neðan. Er svo kominn kvotinn 648083, sem 
áður var multipUcandus, 

KvotaslSitixnnn á að takast svo stór, að afgangurlnn aldrei 
verði jafnstór deilinum eða stœrri en hann. 

JKTi^oíastafurinn má þó ekki takast bvo stór, að hann, margfaid- 
aður með deiJi, verði ekki dreginn frá deilanda. 
. Sönnun: 7 í 4536581 er 600000 sinnum 

: 7 X 600000 

40000 sinnum 
: 7 X 40000 



því 4200000 = 



í afganginum 336581 
því 280000 



er 



í afganginum 
því 



56581 
56000 



i afganginum 
því 

í afganginum 
því 



581 
581 
560 



21 
21 



er 



er 



er 



8000 sinnum 

: 7 X 

80 sinnum 
: 7 X 
3 slnnum 
7 X 



8000 



80 



3 
alls. 



648083 slnnum 
I>annig eru þá allir partar dividendusar deiidir. 
Hann er 
7) 4536581 = 4200000 + 280000 + 56000 4-560+21 
648083 = 600000 + 40000 + 8000 +80+3. 
Sé nú þessi kvoti aptur margfaldaður með deilinum 7 eptir 
(50), þar hann er polynomium, þá framkemur aptur dividendus. 
Reglurnar, sem nýlega voru gefnar um það, hvað stór hvota" 
stafurinn ætti að takast, eru eigiulega til hægðar; en ófrávíkjan- 
legar eru þær ekkí. Sé iKct;o^astafurinn tekinn of stór, verður af- 
gangurinn negatif, og sá /íuoíaliður, sem kemnr úr honum sam- 
einuðum við næstkomanda positif deilandastaf, verður einnig nega^ 
tif. Sé ^voeastafurinn tekinn of lítill, þá verður næsti kvota- 
stafur aptur tugum stærri. Allt jafnar sig á endanum. 

Vilji eg f þessu sama dæmi bregða því fyrir mig að hafa 
kvotasUi&nn of stóran, þá verður það svo: 

-4-2 Segi eg nú: 7 f 45 er 7 sinnum; þá er 7sinnura7 

7) 4536581 ^ ^g^ ^^^ 45 == — 4, þá verð eg að iáta það vera 

752083 — 40 og taka það saman við deilandastaíinn + 3, 

sem kemur, hefl eg þá — 40 + 3 = — 37 að deila 

næst. 7 f — 37 er — 5, það skrifa eg sem s í kvótann, þá 5 

5* 
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sinuum 7 er — 35, frá — 37 er — 2; þann afgang skrifa eg 

sera — 2 eða 2 fyrír ofan. í>etta verð eg að láta vera — 20; 

hefi eg þá — 20 + 6 == — 14; 7 í — 14 er — 2; skrifa 2 

íkvótann. 2 sinnum 7 er = — 14, frá — 14 er 0. Nú kemst 

eg inn á alfaraveginn aptur, en hefi fengið tvo negatifa stafi í 

kvótann 5 og 2. Til að koma þessu í lag, verð eg að sundra 

töUma svona : 

700083 

— 50000 

— 2000 



648083 
Af þessu er auðsætt, að betra hefði mér verið, að fara ekkí 
út af venjulegu götunni, en að komast í þetta slangur. 

Sú höfuðregla, sem gefin var í þessum löiulið (59), má og vel 

viðhafast við alla deila fyrír innan 20, ef notuð er stærri margföld- 

unartafian. Til samanburðar margföldunar og deiiingar er hér í 

þessutiliiti sett hér dæmi upp á margföldun og deiling með 14. 

Margíöldun Deiling 

10 3 8 11 10 5 8 11 

57 3 58 (14 14) 8030 l 2 



80301 2 57358 

Við margföldunina má svo taka tii orða: 8 sinnum 14erll2, 
skrifa 2 undir 8, en 11 geymda yfir næsta staf 5; 5 slnnum 14 
er 70, og 11 geymdir er 81 ; skrifa 1 undir 5, en 8 geyrada 
yfir næsta staf 3; 3svar 14 er 42, og 8 er 50; skrifa 0, en 
geym 5 eða set þá yfir 7; 7 sinnum 14 er 98, og 5 er 163, 
skrifa 3, en geym 10; 5 sinnum 14 er 70, og 10 geyradir er 
80, skrífa 80. 

Við deilinguna mú svo taka tii orða: 14 í 80 er 5 sinnum; 
því 5 sinnum 14 er 70, frá 80 ganga af 10; skrifa 5 undir 0, 
en 10 yfir 0, eða geym í huga. 14 í 103 er 7 sinnum; því 7 
sinnura 14 er 98; frá 103 er 5, set 7 undir 3, en 5yfir 3, eða 
geyra f huga. 14 í 50 er 3svar, því 3svar 14 er 42, frá 50 er 
8; set 3 undir 0, en 8 yfir 0; 14 i 81 er 5 sinnum, skrifa 5 
fyrir neðan 1, en II fyrir ofan. 14 í 112 erSsinnum, skrifa8. 

t>að er stundum óhentugt að skrifa þessar tölur fyrír ofan; 
og þess vegna er það bezt að temja sér að geyma þœr í hug- 
anum. 
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CO. Verkefni. Að deila með staerri tölum en 20. 

Úrlansn. |>að er flestra vcnja að rila deili vinstra raegin við 
deilanda, en kvotann bægra megin í boga. Nú er það optast 
meíri vandi að fínna binn rétta Jivotasidí, beldur en meðan deilir- 
inn var fyrir innan 20, vegna þess hinir eptirfylgjandi staflr deih's 
gjöra það að verkum, að hinn fyrsti ræður ekki kvótastafnum al- 
veg einsamall, heldur verður hann nú opt nokkuð minni. 

I>egar búíð er að ríta deili og deilanda, skal afmarka af 
deiianda svo marga stafi, að einn kvótastafur fáist þar úr. þessír 
stafir heita Sérdeilandi, afþví þeim er deilt i einu eða sérílagi, 
Sðrdeilandi verður að hafa í sér jafnmarga stafi sem deilir, en 
sé fyrsti stafur deilis stærri en fyrsti stafur deilanda, ellegar fyrstu 
stafir deilis stœrri en hinir tilsvarandi í deilanda, þá verður sér- 
deilandi að fá einum staf fleiri en í deili eru. Með margföldun- 
artöflunum má nu ílnna, hvað opt fyrsti stafur deilis er innifalinn 
í fyrsta eða fyrstu stöfum sérdeilanda ; sú tala er hið hæsta tak- 
mark kvótastafsins, og má kvótastafurinn aldrei vera meiri en 9, 
Sé nú fyrsti stafur deiiis aukinn um 1, og með þeim aukna staf 
siðan deildur fyrsti eða fyrstu stafír sérdeilanda, þá fæst lægsta 
takmark kvótastafsins. Á mílkim þessara takmarka skal nii fara 
þannig, að því nær se gengið lægra takmarkinu, sem næsti stafur 
deilis er stærri, og eins þvínær himi hærra, sem hannerminní. 
Pó er betra að fá kvötastafínn heldur of stóran en of lítínn, og 
reyna hann heldur með margföldun deilisins framan frá, það er 
að skilja frá vinstri hendí, og draga jafnótt frá stöfunum í sér- 
deilanda. Verði frádregið allsstaðar, þá er kvótaslafurinn ekki 
of slór. 

J>egar búið er að finna kvótastafinn, skal skrifa hann í hvot- 
ann; margfalda síðan deili með honum, og byrjaþá hægrameg- 
in, skrifa svo framkvæmið staf eptir staf undir sérdeilanda ; draga 
síðan alt framkvæmið frá sérdeilanda, og skrifa afganginn fyrir 
neðan stryk. 

jþessu næst skal taka næsta staf deilanda, sem nú er ólekinn, 
og færa hann niður til afgangsins af þeim deilda sérdeilanda; 
er þá kominn þar hinn annar serdeilandi, og skal fara með hann 
eins og hinn fyrra. þannig skal áframhalda, unz öllu er deilt. 

Dæmi. ^ Deila skal 2005584 með 254. 
25i) 2005584 ( Hér eru 3 staflr í deili, en þar 25 í deili er 
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meira en 20 f deilanda, þá verður að taka 4 stafi i sérdeilanda; 
set eg þá punkt fyrir ofan 5, svo sérdeiiandi er 2005. f>ví næst 
fer eg að flnna fyrsta kvótastaflnn þannig: 2 í 20 er lOsínnum, 
en kvótastafurinn má aldrei vera meiri en 9. Eg eyk fyrstastaf 
deilisum 1, og 3 í 20 er 6 sinnum. I>á sést, að kvótastafurian 
verður að vera milli 10 og 6. |>etta leiðir af því, að þegar eg 
svona eyk deilisstaflnn 2 um 1, þá gjöri eg ráð fyrir, að deil- 
irinn sé 300 í staðinn fyrir 254. Eg set, að kvótastafurinn sé 
8, (milt á milli 10 og 6, þar 250 liggur hér um mitt á miiii 
200 og 300), og segi: 8 sinnum 2 er 16, frá 20 er 4. j>essa 
4 ímynda eg mér framan við það (hið síðara), er þá kemur 
næst í dividendus. I>á : 8 sinnum 5 er 40, fra 40 í dividendus, 
er ekkert afgangs. Er þá ekki meira eptir af sérdeilanda en 5. 
I>á 8 sinnum 4 er 82, frá 5 í sérdeilanda verður ekki dregið. 
f>á er 8 of stór kvótastafur. Eg tek þá 7 fyrir kvótastaf, og 
margfalda deilinn með honum framan frá: 7 sinnum 2 er 14, 
frá 20 er eptir 6; þá kemur næst 60; 7 sinnum 5 er 35, frá 
60 verða tveir staflr afgangs, og þá er ætíð kvótastafurinn ekki 
of stór. Hann er heldur ekki of lítíll, þar sá næsti fyrir ofan 
hann var of stór. Hann er þá sá retti. f>ess vegna skrifa eg 
hann í kvótann og margfalda deiíinn með honum, og segi: 7 
254) 2005584 (7 sinnum 4 er 28, skrifa 7 undir 5 í 

1778. sérdeilanda, geymi 2; 7 sinnum 5 er 

2275 35, og 2 er 37, skrifa 7, en geymi 3. 

7 sinnum 2 er 14, og 3 er 17, skrifa 
17. Er þá komið framkvæmið 1778; það dreg eg frá 2005, 
verður eptir 227, sem er og á að vera minna en deilirinn. j>ví 
næst færi eg ofan til afgangsins næsta slaf deilanda 5, verður 
þá annar sérdeilandi 2275. Til að ákvarða kvótastaf þar úr, 
segi eg: 2 í 22 er 11 sinnum; 3 í 22 er 7 sinnum. Eg reyni 
kvótastafinn 9, og segi: 9 sinnum 2 er 18, frá 22 er 4, þá er 
næst 47, 9 sinnura 5 er 45, frá 47 er 2; þá næst 25; 9 sinn- 
um 4 er 36, frá 25 verður ekki dregið. 9 er þá of stór kvóta- 
stafur. þá reyni eg 8, og segi: 8 sinnum 2 er 16, frá 22 er 
6; þá er næst 67, 8 sinnum 5 er 40, frá 67 er mikið eplir, 
(tverr stafir), kvótastafurinn er 8. 
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Nú margfalda eg deilinn með 8, og 
skrifa undir sérdeilanda 2275, dregfrá 
og fœ afgang 243; þá færi eg niðiir 
8, svo sérdeilandi verðiir 2438. Til 
að íinna nýjan kvótastaf, segi eg 2 í 
24 er 12 sinnum, og 3 í 24 er 8 sinn- 
um. Kvótastafur sjáifsagt 9. Til að 
reyna Iiann segi eg: 9 sinnum 2 er 
18, frá 24 er 6, þá er næst 63; 9 
sinnum 5 er 45; frá 63 eru tveirstaflr. 
Skrifa eg 9 í kvótann, margfalda deili 
þar með, kemur 2286, sem dregið frá 
2438 gefur 152 í afgang. jþangað niður 
færist seinasti stafur deilanda 4, verður 
sérdeilandi 1524. Til að finna kvóta- 
staf þar úr, segi cg: 2í 15 er 7 sinn- 
um, og 3 í 15 er 5 sinnum. Kvóta- 
slafur mitt á milli 7 og 5 er 6. 6 
sinnum 254 er 1524, sem dregið frá 
1524 gefur engan afgang. 




|>annig ríta menn optast nær deiiinguna. Samt eiga hér í ðll- 
um subtrahendunum að undirskiljast svo mörg 0, sem staflr erii 
eptir í deiianda, og sömuleiðis væri rétt að færa niður til allra 
leifanna alla þá stafi, sem eptir eru í deilanda. þetta sést bezt 
á eptirfyigjandi sönnun: 

Deilandi = 2005584 

254 X 7000 = 1778000 

Afgangur eða leifar = 227584 

254 X 800 = 203200 

leifar = 24384" 

254 X 90 = 22860 

leifar = Í524 

254 X 6_ = 1524 

Kvóti = 7896. Lei'far =0' 
þannig eru þá allir partar deilanda deildir; liann er: 
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254 ) 2005584 = 1778000 + 203200 + 22860 + ^524 
' 7896 = 7000 + 800 + 90 + 6 
Ef deilir byrjar raeð 1, þá segir stærri margföldunartaflan vel 
til kvótastafanna, t. d. 

1974) 1164*924516 (590134 Hér má segja: 19 í 116 er 6 

9870 sinnum ; 20 í 1 16 er 5 sinn- 

17792 um. Tukmörkin eru þá 6 og 5. 

17766 Eg reyni 6. 6 sinnum 19 er 

2645 .. 114 fra 116 eru 2. 6 sinnnm 

1974.. 7 er 42, frá 24 verður ekki 

6711 . dregið. þá er kvótastafurinn 5. 

5922 . þá margfalda eg deilinn með 5 

7896 og dreg frá 11649, verður af- 

7896 gangs 1779, færi niður 2, svo 

verður sérdeilandi 17792; segi 

19 í 177 er 9 sinnum, því 9 

sinnum 19 er 171, frá 177 er eptir 6; kemur næst 69. þá 9 

sinnum 7 er 63, fra 69 er 6; 9 sinnum 4 er 36, frá 62 eru 2 

slaíir; svo 9 er ekki of stór kvótastafur. Eg margfalda deilinn 

með honum, dreg frá, og fæ afgang 26. þangað færi eg niður 

4, svo sérdeilandi verður 264. En deilirinn er engu sinni inni- 

falinn í því, skrifa eg því í kvóta, færi svo strax niður annan 

slaf til, nl. 5, svo sérdeilandi verður 2645. J>á segi eg: 19 í 

26 er 1 sinni, þá má skrifa 1 í kvóta; skrifa deiiinn undir, 

draga frá; fæst afgangur 671, fær ofan 1 úr deilanda, verður 

sérdeilandí 6711. 19 í 67 er 3 sinnum, því 3svar 19 er 57, 

kvótastafurinn er 3. Far svo að framvegis cins og áður er sagt. 

Menn geta einnig prófað kvótastaílna nokkurn veginn með því, 

að margfalda með þeim nokkra, svo sem þrjá stafi framan af 

deiiinum og ganga í þeirri margföldun frá hœgrl hendi til vinslri 

eins og venjulegt er. fannig hefði eg ( þessu dæmi getað próf- 

að fyrsta kvótastaOnn 6, með því að margfalda 197 x 6= 1182 

og þá séð, að það var of stórt til að dragast frá 1164, og þess 

\egna hlaut 5 að vera sá rétti kvótastafur. 

f>egar deilir er mjög stór, en þó einkum ef deilandi er mjög 
stór, ellegar ef opt þarf að deila raeð saraa deili ; þá er tilvinn- 
anda fyrir fram að tiibúa töflukorn, sem ínnihaldi 1, 2, 3, 4, •• • 
9Taldan deílinn, t. d. ef deila skyldí: 
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8775717849152 : 89061032 



11 89061032 



2| 178122064 



3|2G7 183096 



41356244128 



5| 445305160 



6| 534366192 



71 623427224 



8| 7124^8256 



9| 801549288 



89061032) 8775717849152 (98536 
801549288.. 



760224969 . , 
712488256. 



477367131 . 
445305160. 



320619715 
267183096 



534366192 

534366192 





i toflunni má prófa hið 3falda með þvi að leggja saman hið 
Ifalda og 2falda, hið 4falda með því að 2falda hið 2falda; eins 
hið 5falda = (3 + 2)falt; hið 6falda = (3.2)falt; hið 7falda = 
(3 + 4) f.; hið 8falda = (2 ., 4) f., og hið 9falda =(3.3) 
f.; og allsstaðar raeð einhverri addition. Hér þarf þá eín- 
iingis að leita iipp í töflnnni tölur þær, sera jafnar eru eða 
næstminni en sérdeilandi, og skrifa þær undir hann, og draga 
frá; en skrifa í kvótann um leið töluslaf þann, sera stendur út 
undan hinni teknu tölu í tönunni. 

61, Dæmi upp á það þegar afgangur verður: 



114 2 8 14 

9) 19037623 
2115291 



723) 99548430 (137688 
723... 



2724. 
2169. 



5558. 
5061. 



4974. 
4338. 



6363 
5784 
5790 
5784 
6 



f fyrra dæminu er afgangurinn 4, getur maður þá annaðhvort 
skilið svona við, og skrifað ekkert brot, en notað afganginn eplir 



Digitized by 



Google 



74 

geðþekkní, ellegar skrifaS aptan við kvótann brot Vb, nefnilega: 
afganginn fyrir ofan strykið, en deilinn fyrir neðan; og er það 
þá lesið: Qórir níundu partar. Maður býrsértil, nefnilega, nýja 
einingu, sem heitir Níundi partur (það er að skilja iir tölunnar 
einingu), er þá hver einíng tölunnar deild f 9 jafnstóra parta, 
eins og hér hefði staðið: 

9) 19037623 = 19037619 +1 + 1 + 1 + 1 

2115291V9 = 2115291 + Vs + Va + Va + Va 

Eins er í seinna dæminu: 
723 )99548430 =99548424+ 1+1+1+1+1+1 

1376886/723= 137688 + V723 + V723 + V723 + V723 + V723 + V723 

Hér var afgangurinn 6, en brotið ^/723 eða 6 sjöhundruð tutt- 
ngustu og þriðju partar. Sumt f þessum articula verður Ijósara 
af eptirfylgjandi theoremi. 

61. p. Theorema, Polynomium deilist með tölu, þegar 
sérhver þess liður deilist með henni. 

Sönnun : 

M^ a + b + c + d + e 
n n 

==:a + b + c + d + e 
n n n n n 

því nM ^^ I ^^ I *^^ 1 ^^ _j_ ^^ 

n n n n n n 

M=a + b + c + d + e (58,5) 

62. |>egar er aptan við divisor, þá má skera þau aptan 
af, hvað mörg sem eru, og þá eins marga slaQ aptan af divi- 
dendus, En verði afgangur í dividendus, þegar komið er aðaf- 
skurðarstrykinu, þá skrifast sá afgangur ásamt hinum afskornu 
stöfum í brot fyrir ofan stryk, en allur deilirinn undir, t. d. 

789456 : 6000 

6;000) 789|4 56 Hér er þá einungis deilt með 6, en 

131^*^6/6000 að öðru leyti aðfarið eins og nú var 

sagt. 
I>egar eru bæði aptan við deíli og deilanda, þá má skera 
jafnmörg aptan af báðum, t. d. 
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56780000 



334 



170000 

n|0000) 5678'0000 
334 
Um þelta geta menn sannfært sig með því, að bera þenna 
reikning saman \ið hina fuiiu deilingu. 

63. Verkefní. Að dividera einföldum bókstafastœrðum 
(monomiis). 

Úrlausn. 1. Lík merki í divisor og dividendus gefa + í 
kvótann, en ólík merki — . 

2. Coefficientinn i dividendus deilist meö coefficient divisors. 

3. f>eir bókstafir koma í kvótann, sem deilandi heOrframyflr 
deili. En sé ósnmkynja slafir í deili og deilanda, þá skrifast 
deilandastafurinn fyrir ofan stryk, en deilísstafurinn undirí brots 
lík). 

4. Hafi sami slafur exponenta i deili og deilanda, þá st/öíra- 
herast deilis exponentinn frá deilanda exponentinum, og mis- 
munurinn sezt í kvótans exponent, t. d. 

+ nabc 



+ Aa 
+ íid^ef 



— 2dhf 

— íog^h^k 



== + 36c 
= — 7d 



= + 3í^™-"/ife 



— bg^'h 

Sönnun. þar deilir og kvóti eru gjörendur deilanda (58,2), 
þá krefur +merkið í deilanda +merkið í kvóta, ef + er í deili, 
en -— merkið í kvóta, ef — er í deili. þar á móti krefur mínus- 
merki í deilanda ýmisleg merki í deili og kvóta. Coefficientinn 
í deilanda er product coefficientanha i deili og kvóta, bókstafirnir 
í deilanda eru hinir sömu sem í deili og kvóta settir hjá öðrum. 
Exponentar sömu slafa f deiianda eru summur exponentanna í 
deili og kvóta. 

64. Verkefni. Að deila með fleirliðuðum bókstafastærðum 
(polynomiis), 
Úrlausn. 1. Raða liðunum í deili og deilanda eptir veldum 
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sama bókstafs, þannig að vísar þeirra velda fari annaðhvorl vax- 
andí eða minkandi. 

2. Deil fyrsta iið deilanda með fyrsta lið deilis, og skrifa það, 
sem lU kemiir, í kvótann. I>að verðiir fyrsti liður kvótans. 

3. Með fyrs^a lið kvótans margfulda allan deilinn, og skrifa 
undir deiianda það sem út kemur. 

4. f>að sem út kom, skal draga frá deilanda, og skrifa af- 
ganginn fyrir fyrirneðan stryk, ásamt öllumþeim liðum deilanda, 
sem ódeildir eru. 

5. f>ví næst skal með fyrsta lið deilis dcila einum lið af þeim, 
sem standa fyrir neðan strykið, skrifa í kvótann, margfalda þar 
með allan dcilinn, og draga frá eins og áður. 

6. fannig ræður ætið fyrsli liður deilis kvótaliðunum ; en með 
kvótaliðunum margfaldast allur deilirinn, t. d. 

Sa — b) íba^ — íAaH + Siaft^ — 76^ (ba^ — 3a6 + 70^ 
15a3 — baH 

- + 



— 9a«6 + 2Aab^ — 


76» 


— 2aH + 3a6« 




+ - 




+ 2lab^ — 76» 




+ 21a&2 — 76» 




- + 







Fyrsti liður deilis ræður liér kvótunum, því loa^ : 3a = 5a^. 
Með ba^ margfaldast allur deilirinn, þannig: (3a — b) ba^ = \ ha^ 
— ha^b. fetta product drcgst frá deílanda, og merkin breytast. 
f>á verður afgangurinn — da^b + 2iab^ — 76^. Nú er apt- 
ur dcilt með fyrsta lið deilis 3a; sem ræ.ður aptur kvólanum, 
nefnilega — da^b : 3a = — 3aö. Með þessum kvóta marg- 
faldast allur deilirinn : 3a — ö x — 3aö = — da^b + Zab^ 
sem dregið frá afgangi deilanda gefur nýjan afgang ^laö^ — 76^ 
Loksins er eins deilt 2\ab^ : 3a = 76^, sem verður seinasti 
kvótaliður. Seinast margfaldast (3a — 6). 76^ = 2\ab^ —Ib^ 
og dregst það frá næsta afgangi deilanda, verður ekkert eplir. 

Sönnun úrlausnarinnar. 

f>ar deilir og kvóti eru gjörendur deilanda, þá á framkvæmí 
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þeirra að vera = deilanda, þegar enginn afgangur er (58,8). En 
þar deilir og kvóti eru polynoniia, þá á sá eini þeirra allur, hér 
deilir, að margfaldast með sérhverjum lið hins annars (hér kvót- 
ans), og partialproductin leggjast saman (53,2). þannig er þá í 
í þessii dæmi : 

(3a — ft)x 5a2==15a3— ba^b 

(3a — 6)X — 3a6= — 9a^ö + Sab^ 

(Za — b)X lb^=- 2\ab^—7b^ 

Product = 1 5a8 — 1 ia^ + 24ab^— Ib^ == dividendus. 

Að þetta sö öldúngís sama sem margföldun deilís með kvót- 
aniini, sést af þessari margföldun: 
3a — 6 
5a2 — 3a& + 76« 

1 5a^ — ha^b 

— ^a'^b + Zab^ 

+ 2la62 — 76» 



15a3— Wa^b + 24aö2 — W. 

Dœmi, sem vér höfum haft í margfðldunínni (54). 

a + b) a^ + Za^b + iab^ + b^ (a^ + 2a6 + 6« 
a» + a^b 



2aH + Zab^ + 6» 
2á^b + 2a62 



aö2 + ö3 
ab + 6» 



Dœmi með ótilteknum exponentum, sem einnig var í marg- 
földuninni (54), stendur i deilingu þannig: 
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x — a) 3^ — a^ (a;'»-l + ax^'^ + a^x'"^ + o'a;"-* + 0*»'»-» 
— + + o°-2a; + o''-i 



ox"-^ 


— a'' 


ox-1 


— o«a;n-2 


— 


+ 


aH'''-^ 


-0" 


o^æo-^ 


— a^x""-^ 


— 


+ 


O^xn-S 


-o'' 


„83.11-3 


— a*x^-*^ 


— 


+ 


0*«°-* 


-0" 


o*a;°-* 


+ o5a;n-5 


— 


— 



Nú gelum vér slokkið þangað, sem afgangurinn hefir a?^, og 
verður þar að vera a^"^, því summa ex]ponentanna við a og a? 
á að vera = n, svo afgangurinn verður 



o"- 


■«a;« 


— 


0" 




o«- 


■V 


+ 


0"- 


»x 


0" 


■'a; 


— 


o"^ 




0" 


■'a; 


— 


0° 




— 




-f 








þessi deiling teiknast sluttlega þannig: 



x^ — ^a^ 



•A 

J>essi formula kemur opt til gagns. Sé nú exponentmn n 
jöfn tala, svo sem 2, 4, 6, 8 o. s. frv., þá má út af {ormulu 



þessari fá kvótann ^ , ^ með því að breyta a i — a, því 

X I ct 

þá verður deilirinn a: — (— a) == a; + a, og deilandi a?° — (— af. 
þetta kemur af því, að iík merki í margföldun gefa +, en ólík 
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merki — , (53). Sé því n = 2, þá er (— af = (— a) (— a) 
= + a2, og x"" — (— af = x^ — a". Sé n = 4, þá er (— a)* 
= (— a) (— a) (— a) (— a) = + a* og a;^ — (— a)^ = æ" 
— a* 0. s. frv. fá verður í kvótanum sá annar, 4., 6., 8. lið- 
ur með raerkinu — , og eins sá seinasti, því n — 1 er ójöfn taia, 
þegar n er jöfn tala. Til þess að þetta verði Ijósara, viljum vér 
deila x^ — a^ með x -{- a, þanníg: 
X + á) x^ — a® (x^ — ax^ + a^x^ — - aV + a^x — a^ 
x^ + ax^ 



— ax^ 


— a« 


— aæ' 


— a^x* 


+ 


+ 


a^x* 


— a« 


a^x* 


+ a^x^ 


— 


— 


— aV 


— o« 


— aH^ 


— a*a;2 


+ 


+ 


a*x^ 


— a« 


aV 


+ a'ar 


— 


— 


— a*a; 


— a« 


— a^x 


- a« 


+ 


+ 





/jjn + aii 

Með líkum hætti má finna kvótann ■ ef n er ójofn 

X -f- a 

lala, svo sem 3, 5, 7, 9 o. s. frv., með því að snúa a í — a; 
því deilirinn x — a breytist þá í a: — ( — a) =^ x + a, og 
deilandi í x^ — (— a)'^, sem ef n er ójöfn tala, verður x^^ + a^^ 
því þá er (— a)^ = — a^ og a?^ — (— a)° = x"" —(—aP) 
= a?^ + a^. 

Til að sýna þetla Ijósar, deilum vér x'^ + a'^ með x + a, 
þanníg : 
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X -[' a) x'^ + a'' (x^ — ax^ + a*.T* — a^x^ + a^x^ — a^x + a* 



— ax' 


+ 


0' 


-ax« 





a«ar» 


+ 


+ 




o«x« 


+ 


a^ 


o^x" 


+ 


a*x* 


— 


— 




— a'x* 


+ 


á' 


— oV 





o*x» 


+ 


+ 




0*«" 


+ 


a> 


0*»" 


+ 


o»a;« 


— 







— oV 


+ 


o^ 


— oOa:' 


_ 


o*ar 


+ 


+ 




a*x 


+ 


0' 


o«x 


+ 


a' 


— 


— 






Menn gela innibundið þessar Ivær deilingar i einní formulu, 
líkri aðal-/*ormu?wnní, þannig : 

a; + a 

6^n-6 I ^6^n-7 1 /1^-2 ^ nZ /iD-l 



•a"a?' 



-fa«a?^-7.-.. + a^-2a? + a^ 



En þar sem hér standa tvö merki + eða +, eiga efri merkin 
að lesast, þegar n er jðfn tala, en hin neðri, þegar n er ójöfn 
tala. 

65. í bókstafareikningi framkoma opt brot i deilingu eins 
og f talnareikning), þegar afgangur verður af deilanda, eða ekkí 
gengur upp ; er þá eins aðfarið, nefnilega afgangurinn er skrifað- 
ur fyrlr ofan stryk, en deilirinn undir. Dæmi þar upp á getur verið 

x^ a^ 

i formulunni B, efn er ójöfntala og deila skal — -r- , ellegar 

/pH I ^n 

ef n er jöfntala ogdeila skal — -j— . Setjumn = 5 og deilum: 

•u + O é 
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X ^ a) x^ — a^ (oc^ — ax^ + a^x^ — á^x + o* + 
x^ + ax^ 



— 2a^ 

a? + a 



— 


ax^ 


— 


ofi 


— 


ax^ 


— 


a^x» 


+ 




+ 






a«a?3 


— 


a* 




a^ars 


+ 


oV 


— 




— 




— 


a'^x^ 


— 


a* 


— 


a^x^ 


— 


a*x 


+ 




+ 






a^x 


— , 


0» 




a^x 


+ 


06 


— 




— 





— 2aö 
Setjum n = 6 og deilum 



a?« + a^ 
X + a 



X + a) x^ + a^ (x^ — ax*' + a^x^ — a^x^ + a*x — a» + 



2a« 



x^ + ax^ 



— 


ax^ 


+ 


0« 


— 


ax^ 





0*«* 


+ 




+ 






a^a;* 


+ 


a» 




a^x'- 


+ 


aV 


— 









— 


o»a;3 


+ 


a« 


— 


083:8 





0*ÍC« 


+ 




+ 






a^x'^ 


+ 


08 




oV 


+ 


08« 


— 









— 


a^x 


+ 


0« 


.^ 


a^x 





a« 


+ 




+ 





a;+a 



2a8 
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Viðbót. X — a gengur œtíð upp í x^ — a'*, hvaöa tala sem 
n er. I>ar á móti gengur o: + a upp í æ^ — a^ einungis ef n 
er jöfn tala, og upp í ^ + a^ ef n er ójöfn tala. 



66. Enn nokkur dæmi. 

l«.2a? + a?«) I — (n+1) o?'^ + na;^+i (1 + 2ír + 3a;« + ^x^ 



\ O'v J ^vS 


. . Mvn— 1 


- + - 




2«— a,2 _ (n + 1) x"" + nar'»+i 
2a; — 4x* + 2æ» 
- + - 





3a!«— 2a;*— (n 
3a;*— 6a!» + 
- + - 


+ 1) a;" + na;"+^ 
3a;* 


4ar8— Sa;*— (n 
4a:8— 8«* + 

- + - 


+ 1) a;" + nx'''^^ 
kx^ 


5a:*— 4a;«— (n 
5a;*— 10a;«+ 

- + - 


+ 1) a;" + na^^+i 
5a;9 


6a;»— 5a;«— (n 
ea;"— 12x6+ 
- + - 


+ 1) a:" + nx''-^^ 
6a;' 


7a;«— 6a;^— (n 
7a!«— 14a;'+ 
- + - 


+ 1) x" + ni'-^^ 

7a;8 


8a;T — 7a;8 — (n 
Sa;'— 16a;8+ 
- + - 


+ 1) a;" + n7^-^^ 
8a;9 
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Hér i má finoa siöðugt lögmál eða reglu, nefnilega ef kvóta- 
liðarins sæti teiknast með m, þá verðnr kvótaliðurínn sjálfur 
fna?™~^, og sá afgangur, sem þessi kvótaliður fæst iir, verður: 
mx'^'-^ — (m — 1) íc™ — (n + 1) a?^ + nx'^+^ 
Prodúkt kvótaliðar og deílis, sem þar undir ritast 
mx^-^ — 2mx^ + fwa?°^+^ 
- + - 

f>annig má alt af áframbalda, ellegar stökkva svo langt sem 
vill, þangað tii loksins að því kemur, að verður m = n, ^& fá 
báðir miðliðímir í afganginum sama exponent, blaupa þeir þá 
samaní einn lið — 2nx^ (þar þeir eru samkynja (21)), svo bœði 
áfgangurinn og sá með kvótaliðnnm margfaldaði deilir fá þessa 
ásýnd : 

na?''-^ — 2na^ + nx^+^ 

nar^-^ — .^nx"" + nai^+^ 

_ + - 




f>etta dæmi má styttra skrifa þannig : 

1 — (n+1) x"" + nx^'+^ .,0,02,.^ . n i 
\ ]2 2x + a:« =l+2a? + 3a;« + 4ar3.... + na:^-i 

ellegar þannig: 

'~'T-''»;^'^"" -'+^''+='"+"^--+°^"' 

j>ess háttar polynomia, sem fylgja vissri reglu eða lögmáli, 
eins og bér er bægra megin við jafnaðarmerkíð, kallast series, 
(raðir, talnaraðir, eða töhiblaup). fær eru margs báttar og ó- 
teljandi í tölvísinni. Hér má x merkja bvaða tölu sem vill; 
stendur þá ætíð beima, að jafnt sé bægra megín og vinstra. Má 
opt súmmera langar raðir án þess að leggja þær saman lið eptir 
lið, einungis með þvf að gæta að stærðinni vinstra megin og reíkna 
hana út í tölu. En hér er óþægílegt að láta röðina yera mjog 
langa, ef x er nokkuð stór tala, því bin báu veldi verða þá ó- 
viðráðanleg. Sé samt x jafnt einbverju broti, þá má gjöra röð- 
ina endalausa. Sé þar á mót a; = 1 eða stærri tölu, þá má 
ekki gjöra hana endalausa, en endanleg má hún vera, með því 

6* 
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móti stendur hún heima en annars ekki. Um þær endalausu 
raöir (series iniinUœ) verður síðar talað. Eg vil reyna að súmm- 
era 30 liði af þessari og láta x vera = 2. i>á verður að heQa 
2 upp í 29., 30. og 31. veldi. það má gjöra þannig: 2» = 
2 . 2 . 2 . 2 . 2 == 32; 2^0 = (2*^)2 = 32^ = 1024; 2»^ = 
(210)8 ^ 1073741824; helmingurinn þar af 2^0 : 2 = 2^9 = 
230-1 =,536870912; og 2" = 2^0+1 = 2^0 . 2= 1073741824 . 
2 = 2147483648. 

f>es8vegnave rður 1 — (w4-l)a?° + nx^"^^ __ 

(1 - 2)2 
1 — 31 . 1073741824 + 30 . 2147483648 ^ 

(- D' 
í — 33285996544 + 64424509440 ^ 31138512897 

I>essi tala verður því suroma allra 30 liðanna þessarar töhiraðar 
í + 2x + Zx^ + Ax^ + 5a;*----30a?29 = i + 4 + 12 + 
32 + 80+ 192 .••• + 16106127360. 

67. Lík þessari talnaröð er hin eptirfylgjandi : 

1 - (n+l)(n+2)^, + n(n + 2) x^+^ - n(n +l)^ n+, 

- (1 - ^f ' 

= 1 + 3a? + 6a;2 + íOx^ + n (n+1) ^_i 

2~^ 
þar sem n má vera sérhverposíííf heil tala. Hún verður einnig 
liðaQöldinn í kvótanum eða talnaröðinni. Setjum til dæmis n = 
8, þá er 

^ x^ + 8 . lOa;® — ^ — ^ 

í 5 p-^-2 ^ = 1 + 3a? + 6x2 

1 — 3a? + 3a;2 — x^ 

+ lOa:^ + 15a:* + 21a;5 + 28a;« + ZQx'^ ellegar 

i^^^l^zí^I.-^ = - + 3. + e.. + .0^ + 

15a;* + 21a;» + 28x^ + 36a?^ 

Aö deilirinn (1— ar)'sesama sem deilirinn 1 — 3a? + 3a?2 — 
a:', má sjá af (54. B)j ellegar þannig : 
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1 


— 


X 












1 


— 


X 












1 


. 


X 

x + 


«« 


(1- 
- x» 


-ar)« 


eða hv 

(í-x)» 




1 

1 
1 


— 


2x + 

X 

2x-\- 

X + 


x^ 
2x* - 


aðratið af (1 


1 


— 


Zx + 


3«« - 


- x^ 


eða eubus { 



-X) 



Til þess nú að sjá, hvernig lögmálið kvótaliðanna T x^"^ 
fundið verður, sem einnig kallast terminuB generalis aeriei (sá 
almenni liður raðarinnar), þá viljum vér deila þessu bókstafa- 
dæmi. Vér höfum sömu aðferð sem í dæminu (66). £n vegna 
rúmleysis skrifast hér kvótinn fyrir ofan deilanda, fyrir ofan stryk, 
og þar fyrir ofan sætistölur liðanna, sem kallast n. 
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Sœtistölurnar n eru bér lika skrifaðar vinstra roegin vi8 reikn- 
inginn, hver { sínu sœtiútundanafgangínum, ogþeimmeð kvóta- 
liðnum margfaldaða deili, svo sjá megi hvort uppgengur ellegar 
ekki. Hér gengur upp hvenær sem vill, og maður getur látið 
kvótann eða töluröðina hælta eplir svo matrga liði sem honum 
þóknast, t. a. m. eptir 10 liði. Setur hann þá n = 10 í þeim 
afgangi, þar sem sœlistalan n = 10 stendur út undan. j>á fær 
afgangurinn þetta yíirbragð 

55a:«— 99a:^Q-4^45^^^— (^0+l)(tO+2)x ^o+10.12^^^— ^O-^^ ar^' 

2 2 

eða 
55ar» — 990:^0 ^ 45-^11 _11.12 a:io + 10 . \2x^^ — \0A^a:^2 

2 2 

eða 
bbx^ — 99ario + 45ar" — 66a:io ^ i^Oo:" — hbx^^ 
og þegar samkynja liðir sameinast 
hhx^ — 165a:i« + 1650^11 — 55^:^2 ^g hér frá dregst 
55Ær» — 165^:1^ + 1650:" — bbx^^ 

- + - + 


þannig er þá alt uppgengið. En til að sjá lögmál það, er 
kvótalíðirnir fara eptír, þarf hér ekki annað en taka eptir því, að 
seinasti liður divisors x^ heíir sama coefficient, nefnilega 1, sem 
fyrsti liður sem er 1, hvar af þá kemur, þegar búið eraðmarg- 
falda deilínn með kvótaliðnum, að þá verður ætíð í produhtinu 
seinasta liðar coefficient = fyrsta liðar coefficienti, nefnilega hér 

KK to n.(n+l) 1« -n.CiÍt+l) 
55; en bhx^^ er sama sem ^ — ^a:n+2, svoað^ '--^ — - 

= 55, sem er coefficient 10. liðar. Lögmálið kvótaliðanna er þá 

— o — - x^ — ^- Eins hefði mátt láta kvótann hœtta hvenær 
sem viidi, svo sem eptir 1. lið, þar sem n = 1; þar verður 
deilandi 

í - (i_±_ÍLÍL±J) , + , . 3.* _ 1^.3 

eða 
\ — %x + Zx^ - ^ • ^ - 



2 

1 — Zx + 3;r^ — x^. fetta deilist með divisor, sem er 
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1 2 

hinn sami, veröur kvótinn = 1 ; seinasti liðurinn — ^ æ^ = 

. „ n.(n+í) «-4-2 ^z. . ^. n.Cn+1) "^ , 

l;r3= — i_] — í^ifi-r^ og coefficienttnn — i-yí — ^ ems og 

annarsstaðar, svo þar ríkir sama lögmál, að kvótalíðurínn sé = 

^''^"^^^ ;c"~'' Kvótinneða series er þá 1 + 3ar + 6ar« + 

lOorB + 15^* + ^'%+ ^'; r— ^ 

Somii aðferð mátti hafa við dæmið (66), að skrifa sœtistðhirnar 
n útundan hverjum afgangí. 

Merk I Coefficientarnir í þessari talnaröð heita þríhyrndu töi- 
urnar [numeri trigonales)^ af því það má raða þeim í þrlhyrndar 
myndir þannig: 
13 6 10 15 



21 28 



0. 8. frv. 

68. Ein merkileg deiling og seriez er þessi eptirfylgjandi :. 

f^= \ + x + x^ + x^ + x^ h x''-'^ +"TzrF 

.... A 
og út af henni fæst ðnnur með því að setja — x fyrir + or, 
nefnilega 

jh^ 1 - « + «* - 0.» + ;c* •... ± x--^ T-j~ 

• • . • JQ 

í þessari röð á að fara eptir efri merkjunum, ef n er ójöfn 
tala, en hinum neðri, ef n er jöfn tala. 

Dæmi í tölum upp á töluröðina A. Setjum o: = 12 ogn = 
9, þá er 

•j-^^=-Í— = 1 + 12 + 12^ + 123 + 12* + 12» + 12« + 12' 
1 — U —11 +128+ 12» 

—11 
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1 


= 12» 






12 


= 12' 






144 


= 12» 






1728 


= 12» 


— 11)5159780352 


= 12» 


20736 


= 12* 


—4 6907094 l^V 


= — 12» 


248832 


= 12» 




11 


2985984 


= 12« 






35831808 


= 12» 






429981696 


= 12« 






469070941 


= $erie$ 


12» 12« 




-46907094 11»!= seinasU liður 





— ^= summu seriei 12® •••• 12® og seinasta liðar. 
Hér er þyf jafnmikið báðum megin við jafnaðarmerkið. Sama 
hefði framkomið, hvað margir eða fáír líðir sem hefði verið tekn- 
ir. Yér viljum reyna að taka tvO| þá væri 

1 — 12 —11 ^—11 

ír = » - *tV Þaö er - - = - jj 

Hér má sjá, að summa allra undangangandi liða í talnarððinni 

1 + 12 + 12' — 12® nemur það í burtu, sem seinasti liður 

12» 1 

inn — ~ yflrgengur stœrðina ^rrsem er vinstra megin við jafn- 

aðarmerkið, ogaðafþessukemur jöfnuðurinn báðummegin. þetta 
getum vér og séð af bókstafareikningnum af talnarððinni A 

-J— = 1+0?+ a?2 + a?8 + x^-^ + ^^ 

1 x^ x^— 1 ^ 

Dragi menn hér r frá- .þáfæst-; , sem er = — 

(þvf hér hefir deilirinn fengið umsnúin merki, svo kvót- 

y — i 

inn fær nú — í staðinn fyrír að hann hafði áður +). £n þessi 

gtærð er ^-=1 = ar»— ^ + a?^-* + x^-^ •••• x^ + x + t 
X — 1 

eptir formulunni (64, Á), þegar í henni er sett a = 1 ; þé er 
auðsætt að negatifa stœrðin — •— sem liðurinn ■— hefir fram 
yftr — - bætist upp aptur af talnarððinni 1 + o? + aj^ + •••• 

1 X 

+ x^—^, En þetta má þó enn reglulegar skoða þannig : 
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± ^ \ — drag frá 



1— X 



1— X 



= 1 + ar + æ* + a;^ •••• + «" ' + 



1 — X 1 — X 

En ' — == "^ -=— 5, þess vegna 

'^" 1 — X i—x 1 —X x-—VJ_ 



== 1 + X + ír« + x8 H x" *■ — 



X —1 



En eptir (64, A) er 



-í— =í-= a:''-! + a!™~2 _^ a,n-8 [- x + l 

X — 1 . 



0=1+ x + x* + x» 1- aí^~^ — (a:'»-i+x"-2"--x+l) 

Hér má sjá, að þegar búið er að taka , — ^burt, þá vinnur sig alt 

hitt upp og verður = 0. 

1 x^ 

Merk! Hér þurfti að nota frádragningu -j frá — -, en 

ekki er búið að skýra frá frádragningu brota. fó má hæglega 
hjálpa sér út af þessu, og það raeð tvennu móti. 1. í (61) var 
sýnt, að brotið «/723 eigi að lesast 6 sjöhundruðustu tuttugustu 

og þriðju partar. Eins má hér lesa sem vœri 1 (1— a:)« 

partur, og ^ sem væria?'* (1— aí)ta partar. Nú mádragafrá 

x^ (1 — a;)taparlar 
1 (1 — aj)ti parlur 

— _ ^n l 

verður eptir ar^— 1 (1— ^^t'ipartar, það er ^j — — ^ 

2. Má skoða þessar stærðir sem tvœr deilingar. Sé nú deilin- 

1 a:^ 
um (l— Æ-) kastaðburtúr -. og -,þáverðaþær stærðir 

1 ~~ ^cT 1 '—~X 

1 og or^ og báðar (1— iír)faldar 'við það, sem þær eiga að vera. 
Nu má draga 1 frá x^? kemur mismunurinn x^ — 1. En þar 
minuendm og mbtrahendus voru (1 — a:)faldir við það, sem þeir* 
áttu aö vera, þá verður og mismunurinn ar" —1 aðvera (1—^) 
sinnum ofstór; og þaðlagastmeð því að deila honum með 1— or; 
or" —1 



kemur 



1 —X. 
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69. Theorema. Product Iveggja eða fleiri kunngjörðra 
kvóta er = producti dividendanna dividerubu með producti 
divisoranna, eða 

fc , m km 
In' 







l r 


Sðnnun. 


h 
T 
m 


= V 




— — 


= Q 




n 




|>etta margfaldað saman gefur 




h 


m 




l 


x- = i>g 



I>essi stærð pq á nú að ákvarðast af stærðunum h, l, m, og n. 

h \ 

^^ ~r = P leiðlr k = Ip , , j, ,. . ... ,. . 

l ^ l PVí divtdendus = kvóti X divi- 

^« «1? '^ 1 -íi- í «ör (58, 3). 

og af — = úf leiðir m = ng ^ > / 

n 



fcm = Tpn^ 

eða hm = In X pq 

Hftr er hm product, In multiplicandus, og pq sá eptirleitaði 

multiplicator. far nú 

multiplicator = product : mu7ftpZícandíuð (58, 4) 

þá er pg = fcm : ín 

- fcm 

eða P^ =JÍ^ 

en 2>í = T" X — ^ður fundið, 

l n ' 

% m fcm , ^,,. 

þess vegna - x — = — , er sannast átti. 

Dæmi í tolum 

24/8 X 18/9 = «*-18/8.9 = ^^Vtí = 6 

3x2=6 
o: p X q = pq 
Hér gengu deilarnir upp í deilöndunum; þar á móti ekki í 
V9 X i«/ii = '^0/99 
f>etta eru tvö brot margfölduð saman. 

Viðbót. þegar stærð er margfölduð með eiginlegu broti, eða 
þegar deilir er stærri en hans deilandi, þá minkar sú stærð, sem 
margfölduö er t. a. m.: Hér var 11 > 10, þá er 
Vd X i^/u < ^/9 X ^Vu, því hægra megin er stærri marg- 
faldari en V9 x ^Vii = V9 x i, þvl ^Vii = 1 

þá V9 X lö/u < V9 X 1. 
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f>ess vegna þegar stærð er margfölduð með eíginlegu broti, þá 
verður productið mÍÐDa en ef hún væri margfölduð með 1. 
Með öðrum orðum: Stœrð minkar, þegar hún er marfölduð með 
eigínlegu broti. Með sama hætti má sýna, að ^^/n minkar, þeg- 
ar það er margfaldað með Ve. 

í bókstöfum væri þetta svo: 
Sé m <: n, þá er 

y X — < -T-X - ; því hægrameginer margfaldað meðslœrra. 

h n h - . . n 
-7 X - = 7 X 1, því - = 1 
l n l n 

^,hm^h . 

þáyX- < 7 X 1. 
'^ l n l 

70. Thorema. Talnaraðirnar A og B (68) verða merkilegri, 
þegar í þeim x er minna en 1, þvf þá má sleppa brotinu með 
því móti að gjöra þær óendanlegar; því þá minkar afgangurinn 
óendanlega, og x^ verður = 0, þegar liðafjöldinn n er óendan- 
lega slór, er táknast n = 00, því þegar brotin heljast upp í 
veldi, þá minka þau, vegna þess þau margfaldast með sjálfum 
sér og þess vegna með broli. fannig verður æ^ < .r, .r^ <; 
a:^ x^ < ^8 0. s. frv. (69, t), t. d. ef ;r = V2 (o: hálfur),þá 
er æ^ = V2 x V2 = V* (0: einn fjórði partur), o:® = V2 X 
V2 X V2 = Vé X V2 == Vs; ;r* = V8 x V2 = Vie o.s. frv. 
Röðin skrifast þá þannig : 
1—= t + a: + x^ + x^ +^4 + ^6+^6,.., P=-J 

• • • » O 

I>annig eru hægra megin tilgreind takmðrkin, sem röðin er sönn 
fyrir innan, nefnilega þegar x er meira en — t, og minna en 
+ 1. I>egar svo er, kallast röðin convergerandi (samhöll); ogþá 
nálgast hún sitt mið ; sé þetta ekki, og x liggur ekki milli þess- 
ara takmarka, þá er röðin divergens (sundurhöll) og fjarlægist 
sitt mið. Setjum nú a? = V2, þá er 

1—^ = 1 + V2 + V4 + Vs + V16 + V82 + V64 + ^^128 
+ V266 + V612 + V1O24 • • • • 

Að kvótarnir (eða brotin) hér fara alt af minkandi, er auðsætt 
af því, að divisores fara alt af vaxandi. Til að fínna summu 
þessarar endalausu series, þarf ekki annað en reikna út stærð- 

ina,semer vinstramegin við jafnaðarmerkið ^. og þó ekki 
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sé búið að kenna brot, vitum vér þó af daglegum vana, að tveir 
helmingar eru i heiium, og þegar hálfur er dreginn frá heilum 
(1 — V2), verður hálfur eptir. fessi mismunur skrifast Va. 
f>egar nú deilandinn 1 fyrir ofan strykíð skai deilast með þess- 
um V2, þá vitum vér, að V2 er tvisvar innifalinn í 1 ; og að kvót- 
inn er því = 2, sem þá er summa hinnar óendanlegu raðar. 
Sama kemur fram, þó vér reiknum hægra megin eptir (68. A), og 
látum brotið koma strax í öðrum lið, þannig: 

_L_= 1 + V2 = 1 + V2 = 1 + 1 = 2. 

1 — V2 V2 

Vér getum þannig skrifað deiiinn 1 — V2 = ^/2 undir hvern 

]ið í röðinni sem vér viljum, og þá sýnir hann (deiiirinn), að sá 
liður þarf að tvöfaldast, ef summan skal fyllast, því að deila með 
V2 er sama sem að tvöfalda (tveir helmingarliggjaí heilum hverj- 
um), t. d. taki eg liðinn V1024 og skrifa þar undir V2 þannig: 
V1024, þá vœri það sama sem : V1024 x 2 eða V1024; og ef 

V2 
þessi V1024 hefði staðið þar í rððinni sem V1034 nú stendur, 

þá hefðí summan verið fuil eptir (68. A), því brotið væri þá með- 
reiknað. Röðina vantar þvf til fyllingar summunnar í hverjum 
lið eins mikíð og sá liður er stór til, sem tekinn er. I>egar þvf 
liðurinn V1024 er tekinn, þá vantar í summuna V1024. þar nú 
liðirnir í þessari röð alt af helmingast, og alt af er jafnmikið 
eptir við það, er seinast var tekið, þáerauðsætt, að maðurtekur 
alt af helminginn af þvf sem eptir er ; en með þessu móti nær 
maður aldrei summunni, þó hann væri að þessu til eilífðar, en 
nálgast þó summuna eiiíflega; það er þvf auðséð, að 2 er ein- 
mitt sú taia, sem röðin miðar á, og kemst aldrei fram y6r; til 
að ná 2 þarf eilífð, en til að komast lengra þarf meír en eilffð. 
Sú óendanlega series nœr eilífðinni, þvf hún iiggur f henni alt 
af, og heflr eiiíflega f henni legið, þ6 sá sem reiknar nái þangað 
aldrei með áframhaldi. það sem er eilíft er eilífíega eilíft og 
þarf ekki að ná eilífðinni, en það sem ekki er eilíft getur aldrei 
orðið eilíft. En hvernig mundu liðirnir verðaá að líla, eðavera 
á að líta, ef þangað yrði komizt? Svarast: I>eir sí ogæminkandi 

liðir eru þar ócndanlega lillir, er táknast — nefnilega x^ = — 

og er það sama sem 0, svo röðin verður 



Digitized by 



Google 



95 

-~— = 1 + á? + ír« + jr* + x°° eUa hér 

_-l^ = l +V2+(V2)* + (Ví)« +(Ví)°° eða 

4 =1+V.+ V. +Vs + ± 

2 =i+V2+V«+V8 + — 

oo 

2 = 1 +1/2+ V4 + V8 + 

71. Taki menn með sama hættí röðina B (68) og setji inn 
i hana x = V2, þá verður 

,^^^ = 1 ^ V2 + V4 — Vb + V16 — V32 + V64 — Vl28 + V266 

"^ ' -V612 + V1024 ±('rwj^ 

^ 1 +V2, 

þá sýnir stærðin vinstra megin við jafnaðarmerkið, að röðin miðar á 

— —77-. Deilirinn í þessari stærð inniheldur 3 helminga, en 

1 + V2 

deilandi 2 helminga; þetta boðar þá, að 2 eigi að deilast með 

3^ svo að röðin miði á Vs, sem vér einnig lesum 2 þriðjunga. 

I>ar á móti hvað brotið f röðinni áhrærir, nefnilega + ^ . - 

1 + /2, 
þá er divisor þess 3 helmingar eða V2; deilirinn 2 f þessari 

dí yision boðar, að stærðin (V^)" eigi að tvðfaldast eins og f röð- 

inni A, en deilandinn 3 segir, að þetta skulí aptur deilast með 

3. Hér að auk verður nú að aðgæta merkin — og+ og hvort 

n síi ójöfn tala eða jöfn. Reynum vér nú þessa reglu á 2um lið 

raðarinnar, sem er V2; og tvöföldum hann fyrst, eins og vér 

gjörðum í röðinni A, og þá fáum vér 1 ; en nú eigura vér að 

deila þessum 1 með 3, og faum V3 eða þriðjung. Nú er eptir 

að aðgæta n, hvort það sé jöfn tala eða ójöfn. það er teljari 

brotsins í röðinni B, sem heitir n, og brotið settum vér nú í 

annan lið, þar sem exponentinn við o: er 1, svo n er ójöfn tala, 

og á því að lesa efra merki brotsins sem er — , og sá Vs, sem 

vér erura búnir að finna, á þvf að frádragast, svo öll series verður 

1 - 1/3 ^ 2/3, 

rétt eins og stóð vinstra megin við jafnaðarmerkið og sem vér 

áðan fundum. 

72. það er auðséð af(70), að talnaröðin C ekki getur verið 
sönn á takmörkunum sjálfum ^r = 1 og or = — 1, vegna þess 
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rööin verður þá öldungís ekki samböU, og brotiou mi þvíengan 
veginn sleppa. Sé x=l, þáer stœrðin bæði vinstra og hægra- 
megin við jafnaðarmerkiö = oo, því 

_J__ = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +1 + 1^^ 

sama sem ^ 

Vo =1+1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +1 + -Ö- 

ellegar 

Vo =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +l+Vo 

Að deilingín vinstra megin Vo boði óendanlegt, sést af þvf, að 
hversu opt sem er subtraherað frá 1, er sá 1 alt af óskertur 
eptir (57,3), svo að sú afnumning endar aldrei. Sðmuleiðis gefur 
samlagningin hægra megin óendanlegt, því hversu opt semtekinn 
er 1 og 1 og 1 0. s. frv. þá er þó ætíð Vo ótekið og óskert 
eptir ; og þetta er saraa sem vinstra megin (= oo) ; því alt af er 
eins og ekkert væri tekið, og samlagningin hefír engan enda 
hægra megin eins og afnumningin vinstra megin hafði engan enda. 
Nú kynni einhver að segja: hér er Vo (óendanlegl) vinstra megin, 

og Vo líka hægra megin, og þar að auki series: 1 + 1 + 1 + 1 

0. s. frv., hvernig getur það jafnt verið? Svarast: Hið óendanlega 
getur ekki lekið á móti neinum viðbæti, því þá er komið út fyrir 
slærðarinnar takmörk; en stærðarinnar takmörk eru og oo. 
(Eilífðin er t. d. ekki lengri, þó við hana bætist nokkrir dagar eða 
ár; eilífðin, sem liggur fyrir Alexander stóra, er ekkilengri en 
eilífðin, sem liggur fyrír Napóleoni mikla, þó þessi komi til sög- 
unnar seinna en hinn), þó að nú series 1 + 1 + 1 + 1 o. 
s. frv. yrði eða væri óendanleg, og menn þess vegna kynni 
hugsa, að tvent óendanlegl væri hægramegin, en ekki nema eítt 
vinstra megin, þá verður samt við sama, að tvent óendanlegt er 
ekki meira en eilt óendanlegt, eða 00 + 00 = 00 eins og 
0+0 = 0. Stærðarinnar eiginlegleiki að vaxa og minka er 
hér farinn (samber inng. 2.). fetta verður þó Ijósara af eptir- 
fylgjanda. 

73. Ekki einungis Vo er = 00, heldur er sérhver endan- 
leg stærð deild með = 00; þannig er 

a 
_ = oo 

þvf hversu opt sem er dregið frá a, þá skerðist a ekki við 
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það, og er alt af jafnmikið eptir, svo sá afnumningiir verður ó- 
endanlegur (57,8). 

. 1. Viðbót. fessi kvóti -- = oo er hvorki játandi nð neitandi, 

ellegar ef til vill bæði játandi og 'neitandi, vegna þess divuor Q 
er það (35). 

2. Viðbót. Kvótinn oo gelur ekki stærfi orðið, vcgna þess að 
divisor getur ekkí míttDi orðið. Bæði og oc eru þvístærð- 
arinnar takmörk. Núll er raunar engin stærð, heldur er það 
minna en allar stærðir; eins er oo engin stærð, heidur stœrra 
en allar stærðir. Að sé minna en nokkur stærð, a hér að 
takast í annari merkingu heldur en (35) seinast, þar sem neit- 
andi stærðirnar eru kallaðar minni en 0. Af (35) er það raunar 
auðséð, að verður að vera siinna en neitandi stærðirnar eptír 
deilingarskoðun, þó það sð það ekkí eptir frádragningarskoð- 
un, þar það stendur í miðju milli tveggja óendanlegra raða, og 
neítandi stærðírnar eru raunar viðsnúnar. stærðír reiknaðar fr& 
þessarí sömu miðju í gagnstæða átt við hínar játandi. I>af af 
sést, að eða miðjan sjálf er ehgin stærð, heldur útgangsdepiU 
stærðanna, hafandi sjálfur enga stœrð og ekkert raerki + eða — . 

3. Viðbót. Múll mlnkar ekki við deilingu með endanlegum 
stærðum; því: 

o/i == 0; % = 0; V3 = 0; % = 0; — = 0. 

4. Viðbót. Núll stækkar ekkí við margföldun með endanleg- 
um slærðum, því: 

0.1=0; 0.2 = 0; 0.3 = 0; 0.4 = 0; . n =^ 0. 
|>elta leiðir af 3. viðbót, og þvf að deilir og kvóti margfaldaðir 
saman gefa dividendus. 

0.0 = 0, því 0.0 = 0.(1 — 1) =0.1 —0.1 = — 0=0. 
J>etta leiðir einnig af því, að hversu mörg sem adderast sam- 
an, gefa ætíð summuna 0, þannig: 

+ + + ..•• = 

f>ar af leiðir 

n.O = Oog — n.0 = 
eða . n = og . — n = 

5. Viðbót. Núll deilt með núlli gefor óákvarðaðan kvóta, sera 
þess vegna verður að ákvarðast öðruvfsi. 
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Ðœmi: 
o/o = 0; þv( 

I.ar getur j o/o = 2; því - 9 = o ^ \ Þv' deihrx kvóti 






= 







1 


= 





!;• 


2 


— 





*• 


3 


= 





■< 
¥ 


n 


= 





cs 



Terlö l 0/, = 3; þv, i^ - n ?. í = deilanda (68,3). 

0/0 = n; því 

6. Viðbót, Núll margfaldað meö óendanlega stóru gcfur óá- 
kvarðaö produkt, Dæmi: 

. 00 = : því — = eða -jr- = œ 



o 



1 . 00 = 1 : þvl — = eða — = 00 j 
2 . .K. 2 



því 



^ lO . 00 = 2; þv( — = cða — = 00^ ^^^^^,^^ ^^^ 

§ I n. n \ annar 

^ I . 00 = n; því — = eða ^ = 00 r 

getnr J 

. 00 = 00 ; því — ^e"^ f eða — = 00 / (58,6 eða 7). 
' *^ 00 = ) ' 

7. Yiðbót. Alt endanlegt er hverfandi stærð móti óendanlega 
stóru; og óendanlega lítið hverfur móti endanlegri:Btœrð. 

00 + a = co 

a + = a -] = a 

— — 00 

því eins og 00 minkar ekkert fyrir afnumningu endanlegra stærða 
svo sem a, (72); svo vex 00 heldur ekki, þó a bætist við það; 
þvf viðaukning er ekkert annað en negatif afnumning. Líkt er 

því varið með a og eða a og — . 

8. Viðbót. Óendaniega stórt brejtist ekki við samlagningu, 
margföldun né deilingu, því ef vér látum a og & vera endan- 
legar stærðir, þá er ' 

~0 ~ 0"*""0 

eða 00 =00+00 

Hér af sðst einnig, að tvisvar óendanlegt er =. einu sinni ó- 
endanlegt,; og helmingurinn af óendanlegu er einnig óendanleg- 
ur; rétt eins og er með cða óendanlega Ktið. Hér er^með 
sama hætti auðséð, að 
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oo . 
n . oo == oo, og — =« oo 

líkt og við eptir (73, 3 og 4). 

Sk;^ring: Hér májafnaðarinerkið trauðlega þ;^0a »jafntt,heldur 
einungis »eins og«, því orðið )>jafnt« gjörir ráð fyrir, að hinar 
umtðluðu stærðir hafi takmörk, en hið óendanlega heflr þau 
engin. Um stærðir má segja, að þær s§ jafnar, en ekki um 
eða oo, $em ekki eru stærðir, heldur stœrðarínnar takmOrk, og 
kemst hún ekki inn í þau og ekki heldur út í þau. I>vf ligg- 
ur fyrir innan alla stærð, en oo fyrir utan hana. það er Hka 
áhorfsmál að kalla núli (ekkert) óendanlega lítið og oo óendan- 
íega stórt, (þó menn gjöri það), því lítið og stórt tiiheyrir stærð- . 
unum, en ekki þvf, sem ekki eru stærðir. Belra væri að kalla 
það óendanlegt innra og óendanlegt ytra, eða stœrðarinnar ínnra 
ogytra takmark. Núll mætti og kallast stærðarinnar frástefnumark 
(terminus a quo) og oo hennar aðstefnumark, (terminus ad quem). 
Samthöldum vér venjunni, að kalla óendanlega lítið og stórt, af 
þvi það er stundum þægilegra. 

9. Yiðhót. Óendanlegt dividerað með óendanlegu gefur óá- 
kvarðaðan kvóta, því 

aí noo == oo (73, 8) 

leiðir — = n 

oo 

74. Óendanlegt margfaldað með óendanlegu gefur óendan- 
legt produkt* 
Sönnun. í tölullð (69) er sannað 
lc m Itm 
l n In 

Set í == og n = o, þá er 

Tc m hm 

o o 

o: oo X oo = oo 
f>etta oo . oo eða oo^ kallast stundum óendanlegt annarar stétt- 
ar; (infinitum secundi ordinis)*. 
í. Viðbót. Af oo . oo = oo leiðlr 

oo . . 

— = oo 

oo . 

Einkum er þetta, þegat dividendu^s er secundi ordinis, nefriilega 

002 
== c» 

oo 



7* 
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2. Yiöbót. Ef diviior er aecundi ordinis, en dividendw primi 
ordinis, þá er 

-.=1 = 

oo* oo 

oo 
En þar oo* = oo . oo = oo, þá er og — =0. 

j>essar viöbœtur útvíkka (73, 9), þar sero 

— s=: óákvörðuðu (indeterminato). Samber (73, 6) í sein- 

asta dœmi. Að slíkar stéttir hins óendanlega (órdinea) líggi fyrir 
utan stærðarinnar og reikninganna takmðrk, má nœrri geta. 

75. Öendanlegt dregið frá óendanlegu gefur óákvarðaðan 
mismun, þvi 

" - (61) 



a — a a 
~ 


a 




o: -ö = oo - 


oo 



En -jr = indeterminato (73, 5). 
þess vegna oo — oo indeterminatum. 

þetta má einnig sanna af (73, 7), þarsem sýnt er, að sérfiver 
viðbætir við óendanlegi er hverfandi stærð; þannig : 
oo + ö = oo 
cxD = Qo frádre gið 

öt = oo — oo 
Hér getur a verið hvort heldur vera skal eða sérhver end- 
anleg stærð, en það getur h'ka verið óendanlegt, því 

oo + oo =. ^ 

oo = oo frádregi ð 

oo = oo — oo 
I>að sem i undanfarandi töluliðum (72) (73) (74) (75) sýnast 
kann í fyrsta áliti undarlegt, hverfur alveg, þegar aðgætt er, að 
oo er ekki nein ákvörðuð stærð, þar það liggur fyrir utan slærð- 
arinnar takmörk. j>egar tvent eða fleira óendanlegt kemur fyrir 
sem addendi eða factores, þá sýnist eins og summan eða pro^ 
duetið muni verða stærra af þeím fleiri óendanlegu en af eínu, 
en það verður samt ekki, vegna þess óendaníegt getur aldrei, 
þegar það er skoðað í einu lagi sem sununa, orðið stærra en 
óendanlegt. 
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76. Frumsagnir. 1. Jáfnar stœrðir deildar œeð jðfnum 
stœrðum gefa jafna kvótá. 

a = b 12 = 4 . 8 

m == n 4 s= 4 

o^ ^b^ 3 = 3 

m n 

2. ójafnir dividendi deildir með jöfnum positif divisorum, 

gefa ójafna kvóta; sá stærri kvótinn verður þeim megin, sem 
stærri var dividendus, 

a > h 16 > 12 

m = n 4 í=s 4 

a^ h 4 > 3 

m n 

3. Jafnir positif dividendi deildir með ójöfnum positif dtvt- 
sorum gefa ójafna kvóta ; sá stærri verður þeim megin, sem minni 
var divisor. 

a = ft 16 = 16 

w > n 8 > 4 

± <A 2 < 4 

m n 

77. Verkefni. Áð deila viÖkendum margskonartölum með 
<iviðkendri tölu. 

Úrlausn. 1. Ðeii fyrst stœrstakyns tölunni meðdeili, ogskrífa 
Ivótann undír hana. 

2. Margfalda deili með kvóta ogdrag frá stærsta kyns tölunni, 
sem deild er. 

.3. Gjðr afganginn að næsta minna kyni, og legg tölu nœsta 
kyns þar við. 

4. Deíl þessari summu með deiiinum, skrifa kvótann og far 

með afganginn eins og áður er sagt. Hald svo áfram, unz ðlla 

er deilt. 

Dœmi : 
7) 320rd. 3 jt 11/3 Mœl svo: 7 f 32 er 4 sinnum. 4 sinn- 

45 rd. 4|í 13/3 um 7 er 28, frá 32 eru 4; 7 í 40 er 5 

sinnum. 5 sinnum 7 er 35, frá 40 er 

5 rd. þessir 5 rd. gjörast að mörkum. ð sinnum 6 er 30, og 

3 ^, til er 33 i^. 7 í 33 1^ er 4 sinnuro; það er 4#, semskrif- 

ast; 4 sinnum 7 er 28, frá 33 íí er bn^. I»essi 51^ gjörast að 
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/3. 5 sinnain 16 er 80, og 11 /3 þir Ul er 91 . 
sinnuni, gengur ekkert af. |>eir 13/3 Bkrifabt 

2. Dœmi: 
486) 7058 « 12 165 ikeiniin gjörist þannig ; 



7 í 91 erI3 



14« leióð ZkoiTUin 




486)7058» (14« 


486) 8140 (16 lóð 


486)1458(3fcv}n< 


486. 


486. 


1458 


3198 


S280 





1944 


2916 




254» 


364 lóð 




1 « = 32108 


llóð= ikvint. 




508 


1456 




762. 


+ 2hvint. 




+ 12Ióð 


1458fcu»ní. 





8140165. 

Bæ5i þessi dæmi má bera saman vi5 margföldunardæmin (56), 
því þau eru hin sömu sem þar. 

I>essi bjáritning er nokku5 löng, af þvi deiHrinn er fremur 
st6r, og af þvi að hver einasti stafur er hér til greinilegleika skrif- 
a5ur. f>etta hefði hér mátt spara sér, með því að leysa deilinn 
úpp i gjOrendur, því 

486 = 9 . 9 . 2 . 3 = 9 . 9 . 6, 
ÐOta síðan gjörendurna, sem útheimta þrjár léttar deilingar, 
þannig : 
9) 7058 g 12165 ÍTivint. Hér þarf enga hjárilningu aö skrifa, 

9) 784 8 2 en ekkiverður þessuœtíð viðkomið, 

6) 87 4 2 þvf sumar tölur verða ekki leystar 

14« 161óð ^hvint, upp í gjörendur. Með þessum gjör* 
ondum má í huganum deila með minni margföldunartöClunni. 
I>að er og hœgt af gjöröndunum 9 . 9 • 2 . 3 að setja saman 
9 . 2, svo verði 9 . 18 . 3 = 18 . 9 . 3, svona: 
18)70 58 g 1216ð 21cvint. Hér er fyrsta deilingin gjörð með 

stœrri margföldunartöflunni. 



^) 
3)' 



392 4 
43 18 



14« 1616ð Zkvint. 



Geti gjörendumir ekki orðiðsvo litlir, að deila megi meö marg- 
földunartöflunum, þá er ekki nema til tafar að dreifa divisor. 
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Brot (Fractio). 

78. j[>að er í (61) útskýrt, hvernig brot framkoma af deil- 
ingu, og hvað þau sð. Brot er nefnilega einn eða fleiri af eín- 
íngarinnar jafnstóru pörtum. 

Brot er þess vegna ritað með tveimur tðlum, sem heita nefn- 
ari {denominator), sem segir, i hvað marga Jafnstóra parta ein- 
ingunni er skipt; og er bann rítaður fyrir neðan þverstryk. Hin 
talan heitír teljari (numerator) sem telur, hvað margir af þeim 
jafnstóru pörtum þá umtalast sér í lagi, t. d. 
'^h = 5 sjöundu partar 

Einingunni er hér skipt i 7 jafna parta, og þar af fá partamir 
heitið sjðundu partar, 09 talan 7 heitir þvi nefnari, að hún gefur 
portunum nafn. f>ar á móti heitir hér talan 5 teljari, af þvf hún 
telur fram 5 af þessum sjöundu pörtum. 

Nú er þá brotið 

5/7 = 1/7 + 1/7 + 1/7 + 1/7 + 1/7 

nefnilega: V? heitir einn sjöundl partur, og hér eru 5 af þeim 
framtaldir eða tilgreindir, og gjðra þeír til samans 5 sjöundu 
parta eða Vt. 

Yiðbót. Af þessu leiðir, að brot getur skoðazt sem tveir gjör- 
endur margfaldaðir saman; sá eini þeirra er brotsins teljari, og 
hinn annar er brot, er hefir 1 fyrir teljara og fyrra brotsins 
nefnara fyrir nefnara, þannig: 

5/7 = 5. Vz = Vt . 5' 
Yfir höfuð verður 

a í 1 

79. f>að er heimilt að nota deilingarskriptina -y (o: a deilt 
með b) fyrir brotskript (0: abtn partar), því það kemur fyrir eitt, 
hvort a er deilt með b, eða teknir eru a slíkir 6ta partar ein- 

ingarínnar, því: 

0=1 + 1 + 1 + 1 + 1 (aliðir) 

Hér er.a leyst upp í sínar a einíngar. 

Nú fikal d^ila báðum megin við jafnaðarmerkið með b, verða 
þá kvótarnir jafnir egtir (76, 1). Vinstra megin má kunngjöra 
deilinguna með því að skrifa b undir a eptir (57). En hœgra 
megín er polynomium með a liðum, eins mörgum gem eining- 
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arnar ern margar f deilanda. f>essii pólynomio iná þvi deila Ii5 

fyrir lið eplir (61); þannig: 

o^ _ 1 + 1 + 1 + 1 + ^ -" (q liOif) 

b ~ h 

= a 6ta partar. 
f>ess vegna er a deilt með b sama sem a faldar 6ti partur 
einingarinnar. f stuttu máli: deila má a með 6 þannig að taka 
&tapartinn úr hverri einíngu í a, og safna þeim samao. 
Viðbót, Nokkur brot hafa á voru máli sérstðk beiti, nefnil.: 
Ví = hálfur eða helmingur 
Vs = þriðjungur eða þriðji partur 
V4 == fjórðungur eða fjórði partur 
Vö = fimtungur 
Ve = sjöttungur 
Vs == áttungur 
Vií= tólftungur. 

80. Orðþýðingar. Sannarlegt brot (fractio genuina) erþað, 
sem heflr teljarann roinna en nefnarann. Launbrot (fractio spuria) 
sem heflr teljarann jafnstóran eða stærra en nefnarann. Bland- 
in tala (numerus mixtus) kallast sú tala, sem er samsett af heilli 
tölu og broti, svo sem 7V12, það er 7 heilir og 5 tólftu parlar 
eða 7 heilir og 5 tólftungar. 

Athugi. Hér af komatvö verkefni: aðgjðra launbrot að bland- 
innni tölu, og að gjðra blandna tölu að launbroti. í því siðara 
innibinzt einnig að gjöra heila tölu að launbroti. 

81. Yerkefni. Áð gjðra launbrot að blandinni tölu. Deil 
teljara með nefnara^ eptir (61); kvótínn sýnir, hvað margir heilír 
verða, og afgangurinn (ef nokkur er) verður teljari brotsins, en 
divisor þess nefnari. En verði enginn afgarrgur, þá er laun- 
brotið einungis heil tala. I>ess háttar launbrot kalla sumir ó- 
eiginlegt brot. 

Dæmi: ®Vi4 = 6^Vi4. Nefnarinn sýnir, aðl4 ganga í hverja 
einingu, en 14 er 6 sinnum innifalið í 96^ þess vegna verða í 
*Vi4 heilar 6 einingar, því 6 sinnum 14 er 84, og þegar 84 er 
dregið frá 96, verða 12 afgangs, sem einnig skulu deilast raeð 
14: og það vérður einungis með því að taka 14da partúrhverri 
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eiDingu afgaDgsiDS 12, komá þá 12 Qórtándn partar i staðion 
fyrir 12 heilar eiDÍDgár; verður því kvótinD: 

6 heiiir og 12 fjórtáDdu partar, 

sem skrifast: 6^Vi4, sem er sú blandua tala, ereptir varleitað. 
j[>að má h'ka skoða þetta þaDnig: 

^Vl4, «8/l4, ^Vl4, «^«/14, '0/l4, 8Vl4 ' 

eru 1, 2, 3, 4, 5, 6 einingar heilar, 
fleiri heilar fást ekki, heldur 

Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4+Vl4 

sem eru 12 fjórtándu partar; til samans 6^Vi4. 

Viðbót. Af þessu sést, að þegar teljari launbrotsins er jafn 
nefnara sínum, svo sem hér ^Vi4, þá eru allir partar einingar- 
innar framtaldir, og ekki fleiri; launbrotið er þá =1 heilum. 
Se teljarinn í launbrotinu tvöfaldur við oefDara sinn, svo sem 
hér 2®/i4, þá eru tvöfalt svo margir partar framtaldir við þá, sem 
fylla eininguna, og er þá brotið ^^/14 = 2 heilum o. s. frv. 

82. Yerkefni. Að gjöra heila tölu eða blandna að laun- 
broti. 

Úrlausn. Sé einungis heil tala geGn, þá margfalda hana með 
þeirri lölu, sem þú vilt að verði nefnari launbrotsins, og skrlfa 
þann nefnara undir framkvæmið. £n sé sú gefna tala blandín, 
þá margfalda það, sem heilt er þar 1, með nefnara brotsins, og 
legg teljara brotsins þar við, fæst þá teljari launbrotsins. Rita 
loksins nefnara brotsíns undir þann teljara, er þá launbrotíð fundið. 

Dæmi. Vilji eg gjöra 7 að launbroti með nefnaranum 6, þá 
segi eg. 6 sinnum 7 er 42, verðiir þá launbrotið ^Ve. En vilji 
«g gjöra 7V5 að la.unbroti, þá segi eg: 5 sinnum 7 er 35 og 4 
til er 39, þá er launbrotið ^Vö. Í fyrra dæminu er hver eining 
í 7 deild í 6 parta eða Ve; og þegar einingarnar eru 7, þá er 
það *V6 = 7. En í síðara dæminu er hver eining í 7 deild í 
5 parta, er þá 5 sinnum 7 = 35, þess vegna 

7 =35 fimtungar 
Vs =s 4 fimtungar 

til samans 7V6= 39 fimtungar = ^Vs. 

í seinna dæminu hefði verið öhentugt að gjöra 7 að sjðttung- 
um, eins og eg gjörði f fyrra dæminu, því þeir hefði ekki orðið 
samkynja fimtungunum ( brotinu Vo og þess vegna ekkí getað 
lagzt saman við þá. 



Digitized by 



Google 



106 

83. Gildi brofs vex hvorki né mlnkari þó þess teljari og 
nefhari margfaldist eða deilíst meö sömu tölunni biðir. 
Sönnun. í (69) er sannað 

h m Jem 
l n In 
Setjum vér hér í n = m, þá veröur: 

h m hm 

^ l m Im 

£n — t==: 1, hvort sem menu skoða það sem deilingu eða 

sem launbrot, þá verður 

h . hm 

r >< * =Tí;r 

« & hm 

l Im i^ 

þess vegna breytist ekki brotið -=- að gildi eða merkingu, þó 

V 

bæðí teljari og nefnari þess sé margfaldaðir með m. 

h htTh 

Lesi menn þessa Ifkíngu y = — aptur á bak, þannig 

hm h 

Im l 

þá segir það, að gildi brotsins =— breytist ekki, þó teljari og 

Im 

nefnari sé deilir með m. Setjum t. d. 

A == V8 

þá telur brotið þriðjunga; en taki eg nú aptur hvem þriðjung i 
m parta, svo sem 1 2 parta (svo að m = 2), þá hefi eg heild- 
ina eöa eininguna í 6 pörtum, sem er 3m = Zm = 3 . 2 == 6, 
þá verða nefnarans þriðjungar að sjöttungum. En þar ekki er 
meira við höndína af heíldinni en það, sem teljarinn tiltekur, 
þá verð eg að gjöra teljarans þriðjunga að sjöttungum, með því 
að taka þar hvern þriðjung f 2 sjöttunga. j>á fœ eg þar úr 
2.2 = 4 sjöttunga; svo sá nýi teljari verður nú 4, sem áður 
var 2, og nýja brotið 4 sjöttungar er þá eins mikiU partur úr 
einingunni, sem gamla brotið 2 þriðjungar. f>annig er þá 

A= A= ^ ^2.2 
3 6 3m " 3 . 2 

Nú getur m elns vel merkt allar tölur, og brotið ^k getur 
þannig fengið ötal myndir, svo sem 
ef m er = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
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þá er Va = «/b, Vb, 'Vb, «/12, ^^/10, "/is, "/21, ^«/24, ^8/27, ^^/aó 

22/83, ^Vsé, 2e/89. 

I>annig getur 4 j: skoðazt sem 
2/3 rdls, þvf þriðjungurinn er 2 ^í 
. . Vq rd., þvi sjöUungurinn ef 1 # 

®/0 rd., þvi níundi parlurinn er IOV3 fi 
®/i2 rd., því tólftungurinn er 8 /3 
10/24 rd., því V24 rd. er 4/3 
^Vés rd., því V48 rd. er 2/3 
^Vae rd., því Vse. rd. er 1 fí 
*28/i92 rd., því Vi92 rd. er V2 /3 0. s. frv. 

84. Vegna þess sama brotið verður framselt með stórum 
og litlum tölum, þá köllum vér að stytta brot (fractionem ad 
minores terminos redueere), þegar vér framsetjum það með minni 
tölum, en vér fengum það í fyrstu. Aptur á mót verður það þ4 
að lengja brot, þegar vér framsetjum það með stærri tölum. 

85. Verkefni. Að stytta brot. 

Úrlausn. Finn tölu, sem gengur upp bæði í teljara og nefn- 
ara. Deil teljara og nefnara með henni. Hún heitir sameigin- 
legur mælir (samraælir, memura communis) þeirra. Brotíð stytt* 
istmest, ef viðhafður er sá stærsti sammælír; og þá getur brot- 
styttíngin gjörzt í eínu lagi, t. d. 

Skuli stytta ^Vioo, þá eru sammœlar 2 og 4, 
þá má stytta svo: 

^Vioo|"/5o|s/2ö, en í einu lagi ^Viool^/25 
Nú gengur engin tala fraraar upp í ^/20 nema 1 ; en tölur 
minka ekkí, þó deilt sé með 1 ; þess vegna dugir ekki sammæl- 
irinn 1 til að stytta brot. 

86. Til að geta fljótt fundið mæla talna, setjast hér nokkr- 
ar reglur (án sðnnunar fyrst um sinn) vegna þeirra nauðsynleg^- 
leika. 

1. Með 2 má deila ðllum þeim tölum, er seinasti stafor er 
deililegur með 2. fær tölur heita jafnar tölur, {numerus par). 
Tölastaflr deililegir með 2 eru: 
0, 2, 4, 6, 8. : 

Allar tqlur, sem enda með öðrum töhistðfum, eru ekki deili* 
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legar með 2, og kallast ójafnar eða oddatölur (numeri impares). 
(J>ær voru nefndar f (36)). Dæmi: 72038 er deilileg meö 2, 
en ekki 72037. 

2. Með 3 má deila öllum þeim tölum, er þversumma (svo 
kallast tölustafanna summa) þeirra er deilileg með 3, t. d. 
6780351; þar er þversumman 30, en 3 gánga upp 1 30; þess 
vegna einnig í 6780351. 

3. IVleð 4 má deila öllum þeim tölum, sem 4 ganga upp í 
tveimur seinustu tölustöfunum lesnum &em ein tala væri, svo 
sem 6780352, því þar 4 ganga upp í 52 (nl. 4í 52 er ISsinn- 
um), þá ganga þeir og svo upp í allri tölunni. 

4. Með 5 má deíla ðUum þeim tölum, er seinasti stafur er 
5 eða 0, svo sem 6785 eða 6780. 

5. Með 6 má deila öllum þeimtölum, sem deitilegar eru með 
2 og 3, báðum sér í lagí, t.. d. 678035112. Hér er seinastí 
stafur 2 og þversumman 33. 

6. Með 8 má deila öllum þejm tölum, er þrír seinustu staf- 
irnir eru deílilegir með 8, þegar þeir eru lesnir sem ein tala 
væri. j>áer talan, semáðan varnefnd, 6780352 deilileg með 8, 
þar 8.ganga upp f 352. 

7. Deilileikseinkunnin með 9 er: ef 9 ganga upp i þver- 
summunni, þá ganga 9 upp f sjálfri tölunni. t. d. 30856797. 
j[>versumman er 45, en 9 f 45 er 5 sinnum og ekkert afgangs. 

8. Með 10 ef talan endar með 0, einu eða fleirum. 

9. Með 11. Skipt tölunni f stuðla frá hægri hendi til vinstri 
með tvelmur stðfum í hverjum, en f seinasta stuðli vinstra meg- 
in má vel verða 1 tölustafur. Verði þá þversumma stuðlanna 
(ekki stafanna) deiUleg með 11, þá er sú fyrirlagða tala það líka, 
t. d. 2234067; sker hana svo: '2|23|40|67; þá 2 + 23 + 40 
+ 67 = 132; 11 f 132 er 12 sinnuni og ekkert umfram. Eins 
ganga 11 upp f 2234067, og eru þar f 203097 sinnum. Með 
fleiru móti má hafa deilíieiks einkunn með 11, t. d. tak Ita staf 
tölunnár hægra megin, svo 3ja 5ta 7da 9da og svo framvegis, 
legg þá saman, rita eða hugfest summuna. Legg sfðan saman 2an 
4da 6ta 8da lOda og svo íramvegis, legg þá saman, og dragfri 
fyrri summunni; gangi þá 11 uþp í mismuninum, þá er talan 
deilileg með 11, t.d. 2234067; gjör: 7 + + 3 + 2== 12 
og 6 + 4 + 2 = 12; þá 12 — 12 = 0, og : íí ^ 
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og ekkert afgangs. Lika má scgja 7 — 6 = 1; 1+0 = 1; 
1— 4 = — 3,— 3 + 3 = 0; + 2 = 2; 2 — 2 = 
og loksins : 11 = og ekkert umfram. 

10. Með 12. I>ær tölur eru deiiilegar með 12, sem erudeili- 
legar með 3 og 4, hverri fyrir sig. 

11. Með lölunum 7, 11, og 13, hverri fyrir sig, eða með 
þeirra produktum 7 . 11, eða 11 * 13, eða 7 . 13, eða 7 . 11 . 13 
= 1001. Deil tölunni í stuðla frá liægri til vinstri með þremur 
stöfum í hverjum ; drag summu stuðlanna í jðfnu sátunum frá 
Bumrau þeirra i ójofnu sætunum, og deil mismuninum með 7, 
11, eða 13, eða með fíeirum eða ollum þeim, þá verður eptir 
þvi stóra talan deilileg með hihum sömu, ef upp gengur, en 
ekki með hinum, er ekki upp gengur. Yiljírðu afgangion vita, 
þegar stóru tölunni er deiit, þá er hann hinn sami sem þegar 
afgöngunum er deilt. En verði afgangurinn negatif, má draga 
hann frá 1001, ellégar leggja 1001 við summu stuðlanoa i 6-* 
jöfnu sætunum, ef sést, að hún er mínni. t. d. ef ransaka skal 

2234067, þá sundra hana svo: 

212341067 

2 
69 

far 234 > 69, þá lána eg • 1001 

1070 
drég svo frá 234 



Afgangur 836 



7)836 11)836 13)836 



1J9 76 ^ 64. Afgangs 3, 0, og 4, 

Einungis 11 ganga upp i tölunní 

7)2234067 11)2234067 13) 2234067 

"3T9T52 203097 171851 

12. Takí menn þversummu þessara þristöfuðu stuðla, sem 
Ðú var umtalað, og deiií henni með 37, þá er það deilileiks 
einkunn fyrir 37 með likum hætti sem áður er sýnt með 11 i 
(86, 9). I>essari sömu þversummu má einnig reyna að deila 
með 3, 9, 27, 111, 333, 999, og verður þá eins stóra talan 
deilileg með þeim. En þessa þarf siður við, þar léttari deílileiks 
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einkuDDír eru m með 3 og 9, og þar 37 mœla 111, 333> og 
999. Yii 8ömu tðluna má þauDig aöfara: 
2|234|067 
234 

2 

37) 303 (8 
296 
7 
Hér verður þá afgangur == 7, og alt eing verður það, þegar 
stóru töluDDi skal deila með 37. Yilji meon dú breyta svo tolu 
þessari, að 37 gaogi upp i henDÍ^ þá má það með ótalfðidu móti ; 
en beínast líggur víð að svipta hana einingastafnum 7, en gefa 
henni i staðínn, eða með þvi að draga 7 frá mlðstuðlinum. 
Má og líka bœta 30 við einhvem af stuðlunúm, til að auka við 
tðluna þvi sem hana vantar i að vera deilileg með 37; því 37 
s 7 + 30. Hér vil eg leggja 30 við miðstuðulinn 
21234|067 

30 
2{264{067 Sú umbreytta tala 
264 

2^ 

57) 333 (9 
333 

Hér s^st, að 37 gengur upp í stuðlaþversummunní 333, og 
þess vegna upp í 2264067, sem hægt er að reyna. I>að er líka 
auðséð, að 3, 9, 111, 333, enekki 27 né 999 ganga einnigupp 
i stuðlaþversummunni 333, og eins hver fyrir sig i 2264067. 

13. I>egar minni tala gengur ekki upp i þeirri tðlu, sem 
ransaka skal, þá þarf ekki að reyna neina tðlu, sem er .multi" 
plum (fleirtekqing) hínnar minnl tðlu, hvort hún gangi upp i stóru 
tðlunní, t. d. ef 2 ganga ekki upp í m, þá gaUjga ekki 4, 6, 8 
eða neinar stærri jafnar tðlur upp i m. Eins ef 3 ganga ekki upp 
ifn> þ& ganga ekki 6, 9, 12 eða neitt Zn upp i. m^hvað sem n 
íjðr þýðlr (58*). 

87* Nokkur dæmi. 
Brotið "/i4, sem kom fyrir i (81). 
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i mœlar leljara 2, 3, 4, 6, 12 
^*l mœlar n«fnara 2, 7, 14 



Samelgínlegur mælir (sammælir, memura communis) einungis 2 

og hið stytta brot Vi. 

„ ,.« 21/ í mælar 3, 7 

Brotið2V49 1 ,. - 

\ mælir 7 

Sammælir 7, stytt brot ^/7. 

Rrotlð»6/i,J '"^'^^ *^^J^'^ ^' ^' ^' ^' ^' *^' ^^' ^^' ^^' ^^ 
1 mælar nefnara 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. 

Sammælar 2, 4, 8, 16, 32, fullstytt brot ^U. 

Stytta má og smámsaman þannig: 

1 1 1 Ih 

Brotið^VTTÍ"'"^^"'*'^^"'^^^^' ^^ 
l mœlar nefnara 7, 11 

Sammælir 11, stytt brot Vt. 4 

Brotið '32/gjg mœlist meö 4 eptir (86, 3) '^^^ki9\^^^k^i. 

Brotið ^^^^/7500, má sníða jafnmörg af teljara og nefnarci 

(62) þannig \^\^ = ^^/75 = Vis, samber (86, 5). 

Brotið ^*3"V9i5289 maBlist af 13 eptir (86, 11). 

88. j[>egar tölur brotsins eru nokkuð stórar, er eptírfylgj-^ 

andl aðferð betrí til að finna beínlínís stærsta sammælí, ef bann 

er nokkur til. Sú stærri talan deilist með hinnl minnl, og siQan 

aptur í hvert sinn deiiírinn með afgangínum. ^essu er áfram-» 

haldið, unz afgangur verður — 0, er þá hlnn seinastl divisor sá 

stærsti sammællr hlnna gefnu talna. Yerði selnasti afgangur =s 

1, þá er það merkl til, aðtðlurnar hafiengan sammæli (nema 1)« 

Sönnun þessarar aðferðar geymist. 

Dæmi. Tðlurnar sé 1075 og 1691 

1075)1591(1 

1075 

516)1075(2 

1032 

43)516(12 

43 

86 

86 
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Hér er sá seinaatí divisor = 43 siœrdti sammælir. {>á ^^^^Aa 
= 25 og "»V48 =» 37. í>e88 vegna »^^»/1591 «= ^Vs?. 

89. Samdeilandí (o : saroeigínlegur deilandi , dividum 
communi8, multiplum commune) er sú talá, sem fleiri tölur eru 
mælar til, svo sem 210 er samdeílandi talnanna 5, 6, 7, af því 
hún mælist af þeím. 5 í 210 er 42 sinnum; 6 í 210 er 35 
sinnum; og 7 í 210 er 30 sinnum. Meðal samdeilandanna er 
binn minsti samdeilandi (dividuus communis minimus) ofimerki" 
legastur og hægastur í meðferðinni, og hefir eiginlegleika, sem 
aðrir samdeilendur élki hafa. 

90. Að flnna minsta samdeilanda fleirl talna. 
a. skrifa tðlurnar í röð. 

6. Aðgæt, hvort nokkur eða nokkrar af tðlunum ganga upp í 
ððrum þeirra, og ef svo er, stryka þær út, sem uppganga í öðr- 
um. 

c. Hafi þá nokkrar af þeim óútstrykuðu einhvern sammœli, þá 
ðeil þeim með honum, þó sem mlnstum ( einu, en rita hinar 
aðrar ódeildar meðal kvótanna í aðra rðð. 

d. Gæt að, hvort nokkrar i þessari röð ganga upp í ððrum, 
og útstryka (eins og í &.). 

e. Far með hinar óútstrykuðu eptir c. 

f. Hald sama áfram, unz engín gengur upp í annari og eng- 
inn er sammælir framar. 

g. Margfalda saman alla deilana og alla ódeildu kvótana og 
Ðiðurfærðu t&lurnar i eitt product. f>ella er sá minsti sam- 
deilandi hinna gefnu talna. 

Dæmi: 
Finna skal minsta samdeilanda talnanna 
2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15, 16, 18 
Gjör svo: 8, 8, 4, 6, e, 8, 10, 15, 16, 18 

5) 

8, », 16, 18 

2) : 

5.2.8.9 = 720 = minsti samdeiiandi. 

91. Samlagning brotinna talna og blandinna. Fyrst ieggja 
menn saman brotin, til þess, að ef nokkur heil tala kann að 
verða úr þeim, hún geti þá lagzt við heilu tölurnar. f>á er fyrst 
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um brotin að segja; aö þau hljóta að vera samDefnd, [{^uBdem 
denominationU) það er: þau hljóta að hafa sama nefnara) því 
annars eru þau ekki samkynja (i4, 2) og geta ekkí saman lagzt 
að svo stöddu. Sé nú brotin samnefnd, þá er ekki annað við 
þau að gjöra, en að leggja saman teljara þeirra, því teljararnir 
eru tolur þeirra, en nefnararnir mega ekki álítast annað en sem 
nðfn eða heítí þeírra hluta, erskulu samanleggjast. Samber(78) 
(79). Yerði summan launbrot, þá gjöra menn það að blandinni 
tölu, skrifa brotíð f summuna, en leggja heilu töluna, sem f 
blöndnu tölunni er, við heilu tðlurnar, ef nokkrar eru. 

Dæmi Vs + Vs + ^k = ^^/s = IVs 
þvi 5 áttundu partar 

7 áttundu partar 

3 áttundu partar 



15 áttundu partar = 8 áttundu partar + 7 áttundu partar 
= 1 heill + 7 áttundu partar. 

Samber(81). 
I>etta má og sanna af (61), þar summa kunngjörðra kvóta er 
sama sem polynomium deilt með þeim sameiginlega divisor, 
Brotin eru kunngjörðu kvótarnir, en summa teljaranna er poly- 
nomium, áður en því er deilt með divisor. (78) (79). 
Eptir (61) er nefnilega 

Q + 6 + C + (f+g ^i^i^i^i^ 

~ — -l I — 

n n n n n n 

og þess vegna aptur á bak : 

a , b c . d . e a + 6 + c + rf + g 

n n n n n n 

Dæmi með blðndnum tðlbm: 
12»/8 + 15V8 + Vs + 2V8 = 31. 

Hér er summa teljaranna 16, summa brotanna *«/8 = 2; þessir 
2 lagðir við heilu tölurnar gefa 81. 

92. Sé brotin ekki samnefnd, verður að útvega þeim sam- 
eiginlegan nefnara, samnefnara (denominator commiunis, á dðnsku 
Oeneralnœvner). fessi samnefnari verður að vera multiplum 
sérhvers hinna gefnu nefnara, svo að þeir gangi upp í honum, 
þvi annars fengi menn brotna teljara. Dér að auki er það bezt| 
til að komast hjá stórum tðlum, að samnefnarinn sé sá minsti 
samdeilandí allra :hinna gefmi nefnara. I^egar búið er að Qnna 

8 
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hann, verður að fiona ðlhim brotunum nýjan teljara, þannig, að 
þeir nýju teljarar eigi við samnefnarann eptir eðli brotlenging- 
arinnar (84), svo að hvert brot haldl 5inni réttu stærð og gíldí, 
þó tölur þess verði stærri. þetta gjörist með þv( að deila sam- 
nefnaranum með þeim gefna nefnara hvers brots, og margfalda 
siðan hinn gefha teljara með kvótanum; þá fœst sá n^i teljari, 
sem á við hinn n;^ja nefnara, samnefnarann.. En tíl þess að töl- 
urnar verðí sem minstar, útheimtist og svo, að brotín, sem 
samanleggjast eiga, hafi verið fuUstytt, áður en menn fara að út- 
vega þeim samnefnarann. Sé nú samnefnarinn, eða sá minsti 
samdeilandi allra nefnaranna, fundinn eptir (80) = m^ og eittaf 

gefnubrolunumfuIlstytt= — ; kvótinn, sem framkemur þegar sá 

nýi nefnari m er deildur með þeim gamla n, er þá heil tala = 

l> eptir (89) ; þá verður hið nýja brot 

m 

= ajp a . n ap 

np m m 

n — 

n 

Af -^=-^ sést, að p er einnig sá sammælir teliara ognefn- 
m np • ^ 

ara nýja brotsins — , er það œtti að styttast með eptir (84) (85), 
til þess að gamla (o: hið gefna) brotið — frarakomi. Reglan 
hvernig finna skal nýja brotið liggur þá í ^, og segir, að með 
kvótanum p eigi nú að margfalda gamla teljarann a, til að finna 
hinn nýja teljara ap, er eigi við nýja nefnarann m. Sé nu brotin 

«1 ÖJ «3 ^t ' 



^' n^' K' * 'n"t 




þá verður 




Oj aa aa ^t Pi «1 + Pa Oa + 2>3 «3 • 


•••m 


*»i n^ % nj m 





Þetta rita menn venjulega og hægast þannfig : 
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m 



W3 



^ 
^t 



Brotlengjararnir 


Nýju teljar- 
arnir. 

PlOl 


-(-=) 


PaOa 


»^(-s) 


PaC^ 


"•(-^) 


PtOt 



I>að sem bér er f svig- 
um skrifast ekki, og jafn- 
vel ekki 8& d&lkur, sem 
þar er & milli strykanna. 
Brotanna Qöldier t. Tðl* 
ornar 1, 2, s •-• ^ heita 
indices. 



PlOl 



•í>t«t 



m 
Dœmi 1 tölum. Brotin sé "/27, V»e, "/se, Vei. Samnefn- 
arínn m finst þannig: 

4) 27 96 86 64 
3 ) 27 24 9 16 
9 8 « 16 
4 . 3 = 12; 12 . 9 = 208; 108 . 16 = 1728 = m. 
EUegar þannig: 

16) 27 96 86 64 
3) 27 6 36 4 



3) 9 



12 



3 4 

16.3 = 48; 48.3 = 144; 144.3 = 432; 432.4 = 1728 = m 

m = 1728 
«1 



^ 



. = 17/, 



27 



«3 

^ = »/,. 
«» 

°t 8/ 

— = '/64 

»t 



Pl 


— 


64 


w 
3 

B 


Pi 


==? 


1» 


s. 

P 


Pa 


= 


48 


ST 


P4 


= 


27 





Pioi = 1088 ^^ 



P»<h 

J>4a4 = 81 



90 & 



912 I 



Piqt 



y^g^ = 2171 
m 1728 



H er summa brotamíia = ""Vuss = 1*"/ií2b. 



8* 
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Hvernig þetta er framkvæmt, er annars kunnugt af reikniogs- 
bókunum. 

93. Frádragniog brotinna talna og blandínna. Fyrst sub- 
trahera menn brotin, og verða þau að verasamnefnd; og efþaa 
eru það, verður að draga iM^trahendusar teljara frá minuendusar 
teljara, og skrifa nefúaranti undir. 

a^ b q — b 

n n n 

jþví að a »tu partar — b nt^ partar == (a — b) n^ partar. 
I>etta sannast einnig af deilingu polynomii (Qi)y því 

a — b a b 

n n n 

f>að sannast einnig með því að leggja saman frádraga og mis- 
muninn, því summa þeirra á að vera = minkanda (25,2), þannig: 

b a — b b + a — b _ a^ 

n n n . n 

I>að sannast einnig af (78,1) með því að leysa brotin upp í 
tvo gjörendur 

-J- A = a.-i -6.-l- = (a-6)l-= "-^ eptir (41) (40) 
n n n n . n n 

þar a og 6 mega áh'tast sem coefficientar, en — sem bók- 
stafur vœri. 

Sé brotin ekki samnefnd, verður að útvega þeim samnefnara. 
Ha& nefoararnir engan sammæli, má gjöra brotin samnefnd með 
því að margfalda sérbvers brots teljara og nefnara með bins 
brotsins nefnara þannig: 

a_ b^ ap nb ^ ap — nb 

n p np . np~ np 

£n hafl nefnaramir sammæli, verður bezt að hafa tölurnar sem 
minstar, og þess vegna nota reglurnar fyrir þeim minsta sam- 
deilanda (90) ; hann veri m, þá er 

n p n p *'' 

m 
Dærai: Vss — V49 = ^Viöö* þessir nefnarar 28 og 49 hafa 
sammæli 7, og er þái bezt að útvega þeim samnefnara meö því 
að nota sámmælinn 
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7) 28 49 7.4.7 = 196 

4 7 

f>á samneftiarinn = 7.4 = 28; og 28.7 = 196, sem er 
m, J)á verður 

iL_A=2^' <i_l^ g_ 7.5 — 4.6 
n p ^8____ill »96 

196 
eða = 7.4.7 7.4.7 ^ 

4.7 * 7.7^ = 7.5 — 4.6 



196 196 

= 35 — 24 = II 



j>etta framkvœmist svo: 
196 

' 7 



196 196 



■'U 



17Ví 


10 


12»/i 


9 


5Vi2 


1 


697 




436V8 





35 Brotlengjararnir eru hér 

24 7 og 4 

"/i9ö n en nýju teljararnír 35 og 24 

94. Fleíri dæmi ( tölum: 
nVe — 12^/4. I>arf að gjörast samnefnt. 

11 

^^ l^ 2.3.2=12. 

Hér eru brotleDgjararnir ekki Bkrifaðir. 
Bér verður að taka 1 til láns af heilu tölunni 697; 
sá t er = 8/8, 8V0 8/8 — Vs = Vs; loksins 696 
260V8 — 436 = 260; verður því mismunurinn 260V8. 

I>egar þannig ekkert brot er í minuendm, nœgírað 
draga teljara brotsins frá nefaara sínum, 8 — 7 — 7, og skrifa 
nefnarann undir. 
24 
1728V8 rÍ6 3.8 = 24, Samnefnari. 

894 Vs ' 21^ Hér verður og svo að taka 1 til láns, og láta 
833^^24 19 hann hafa sama nefnara sem brotín. Hann 
er þá "/24; þá gjðr 24 — 21 + 16 =19. 
Hvenær sem taka þarf til láns, og brotin eru orðin samnefnd, 
er bezt að draga subtráhendusar teljara frá samnefnaranum og 
leggja teljara minuendusar þar við, ef hann er nokkur tii. 
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95. Margföldun brotinna talna og blandinna. 

1. Að margfalda brot eða blandna tölu með beilli. Úrlausn. 
Margfalda teljarann ( muUiplicandus með multi]^icator, og skrifa 
nefnarann undir, eða deil með honum, ef launbrot verður, og þú 
vilt gjöra það að sannarlegu broti. Margfalda síðan beilu töl- 
una i blöndnu tölunni, og legg þar við hið heila, sem fékst^úr 
launbrotínu. f>essi úrlausn er bygð á því, að teljari brots er 
sú eiginlega tala þess, en nefnarínn einungis nafn bennar eða 
nýtekin eining (78). t. d. V? er sama sem 5 sjöundu partar. 
Eigi nú V? að margfaldast með 6, þá er eptír (45) talan 5 einn 
af þeim jafnstóru addendi9, og þeirra Ijöldl er 6, þá er summan 
eða produlttið =5 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 = 30 sjöundu 
partar = ^Vi = 4^/?. Hefði nú muUiplicandui verið blandin 
tala, svosem 12V7, er œtti að margfaldast með 6; þá átti 12 að 
margfaldast með 6; 6 sinnum 12 er 72, og þar við leggjast 4, 
sem úr launbrotinu komu, svo produhtið allt verður 76^7. Eins 
hefði mátt gjöra allan muUipcandus að launbrotí, og margfalda 
sfðan, t. d. I2V7 = »»/7; og 6 sinnum 89/7 er ^^*h = 76V7. 
Eíns má sanna þcssa margföldunaraðferð af (78, 1), svo sem ef 

margfalda œtti -v- með c, þá er 

a 1 i ac 

-5- .c = a. -7- » c = a , c , — == — • 

00 

Geti margfaldi gengið upp ( nefnara i^argfaldanda, þá er önn- 

ur aðferð til, oghún gefur minni tölur, nefoUega: aðdeilanefn- 

aranum með muUipUcator, og láta teljarann þá öbreyttan, t. d. 

V12 X 3 = Vd = 13/4. 

Hér fáum vér 7 Qórðu parta f staðinn fyrir 7 tólftu parta, og 
gefur það að skilja, að hér er þreföldun ákomin, því Qórðn 
partarnir eru þrefalt svo stórír sem tólftu partarnlr; er þá auð- 
skilið, að teljarinn á að halda sér, þegar svona er aðfarið. 
Eptir hinni aðferðinnl hefði reikningurinn^ orðið svo : 

V12 X 3 = 2Vl2 = IV12 = 1»/*. 

2. Að margfalda með broti. Úrlausn. Margfalda með teljar- 
anum og deil með nefnaranum 

' c c 

I>ví sé muUiplicandua a og múUiplipator b, þá er 
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c c 

og á þá eptír (47) að niargfalda a meö báðum þessum gjörönd- 
um, og framkvæmið er þá kunngjört þanníg: 

a X — T=z a X b . — =o6. — 
c c c 

kemiir svo fyrir eitt, hvort fyr er margfaldað með b eða - 

1 ^ 

Margfaldi jég a með — , þarf að athuga hvað sú margföldun 
c 

þýðír, að margfalda með — . Múltiplicator kunngjörir, hvað 

c 

margir sð samleggj^ndur (45). Hér eru þá ekki margir sam- 
leggjendur, heldur einungis einn cti partur úr einum samleggjanda 
(78); það segír, að a skuli deilasti c jafnstóra parta, þessvegna 

— =.— 

' c c 

I>etta skal nú aptur margfalda með hinum öðrum factor b, epUr 
(95, 1), ;verður 

a . — . ft = — . 6 = — 
c c c 

sem segir, að margfalda skuli með teljara og deila meðnefnara. 
Sama kemurút, þó í kunngjörða framkvæminu a . — .6 fyrst 

væri margfaldað saman a . b — ab, qq það apturmeð — ; þvi 

» c 

það gæfi eptir nýfundínni reglu — 

3. Að margfalda brot með broti. Úrlausn. Margfalda sam- 
an teljarana, kemur teljari framkvæmisíns ; margfalda saman nefn- 
arana, kemur nefnarí framkvæmisins. Sannast af (69), því brotin 
eru kunngjörðir kvótar eða deilingar, (79). I>ess vegna 
It m km 
l n In 

þetta má einnig sanna þannig : f>ar margfðldun og deiling eru 

gagnstœðar reiknings atbafnir, þá leiðir þar af, að ef -r- x — er 

l n 

margfaldað með In, og síðan því framkvæmi aptur deílt með In, 

þá hlýtur að framkoma ~ x — óumbreytt aptur þess vegna : 

i n 

lc m . lc m hm 
-pX — =ln . — X — = — 
l n l n In 

l . n 
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Hér eru tveir púaktar skrifaðir undír þaS, sem gengur upp h\að 
á móti öðru. 

96. Dœmi í tölum og styltingar 

V8 . 3/6 = 21/40 því ''Vb.5 = «V40 

leVö X 3/l7 = SVö . 8/l7 = "V85 = 282/85 

I>etta má reikna meS mörgu móti, t. d. 
I6V5 X 8/17 = V5 . 8/17 + 16 . Vn 

= "/86 + *8/i7 (þvi 16 . 8/17 = ^Vi . 8/17 ="/17) 
= "/85 + *®/i7 . ^5 (lil að gjöra brolin samnefnd) 

= "/86 + 2*^85 = 262/85 = 282/86. 

Hðr sést sá einfaldasti máti að gjöra heila tölu að launbrotl, 
(samber 82) að skrifa 1 undir hana) svo sem hér 16 = ^Vi. 
Annars er skriptin ( þessari roargföldunaraðferð nokkuð Ipng, 
einkum af því "/86 er skrifað upp aptur og aptur. þetta má með 
þriðja hætti reikna þannig: 
16Vö_x Vn I>essir ^^/qj eru framkomnir af Vs . Vn; en 

70 84/,, '_^ uf^^ = 2 + "/i7 = 2iVi7. I>vf 



"/85 

2iVi7 



2^2/85 82 næst ern brotin gjörð samnefnd, og samanlögð. 

Fjórðí mátinn er að margfalda 16Vð með 3, 
og deila svo með 17 eptir (95, 2); en af því ekki er búið hér 
að sýna deilingu blandinna talna með heilli töln, verður það hér 
fyrst að bíða. Fimti mátinn er að taka í part multiplicatar, og 
það verður hér líka að bíða. 

8 . Vl2 = 8/i . Vl2 = 8-Vl2 = 2-V8 = ^Vs. 

Hér má stytta teljara hins eina brots mót nefnara hins ann- 
ars; nefnilega 8 móti 12, þv( 4 ganga upp ( báðum. f>að má 
ef vill skrifast svona: 







Vl . Vl2 = 

s 


= "/3. 




Eins 


má 


stytta 










8.7 4. 
12 ~ 4 


2.7 2.7 
.3 ^ 3 ~ 


14 
3 


Eins 


má 


stytta eptir 


margföldunina 








8.7/j, = ss/iífíVa • 




Ví . 


^Vie. Hér má 


stytta á tvo vegu: 
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1 
8 

9 


w 1.5 5 
19 3 . 2 "" 6 


8 


2 



eilegar «• Vs.s . ^-Vs.^ = 8.1.3.5/3.3.3,2 = ^-i-^-Vs.a.s.^ = *• V8.2 = Ve. 
þetta má með bókstöfum framsetja þanoig: 

bc . — = c . j, þar er 6 sammælir heilu tölunnar og brotsins 

nefnara. 

—j. — = j • — 1 þar má stytta meö a og c á iríxl. Einnig 
ca ap d ' p 

o . — = - og loksins— . — = 1 , er segir, að þegar brot sé 
ac c o a 

margfaldað með sjálfu sir umsnúnu, þá komi 1 út. 

97. Að margfalda blandaðar tðlur saman. Tölurnar mega 
gjðrast að launbrotum, og þau síðan margfaidast saman eptir (95, 
3), ellegar blönduííu töiurnar álítast sem polynomia og margfald- 
ast eptír (53, 3). Ðæmi: . 

42/7 . 5V3 = »V7 . 'Vz = »-^V7 . "/3 = 'Vi . ^Vi = "V7 = 22V7 
ellegar : 

4V7 X 5Vd Hér má segja 5 sinnum V7 er ^V^ = IV7. 

2í Sá 1 heili geymist, en V7 skrifast. 5 sinnum 

2IV7 9 4 er 20 og þar við legst 1 geymdur, kemur 

l»/2i_J • 21 ; er þá komið 2ÍV7. Nú má gjöra 4V7 að 

22^8/21 = 22V7 80/y og margfálda með Vs, kemur »0/21= IV21; 
þetta lagt saman \ið 21V7 gefur 22^/7. Fleiri aðferðir fást, þeg- 
ar búið er að tala um deílingu blandinna talna. 
í bókstöfum geta blandaðar tölur þannig fyrirkomið. 

V'+cA^+f)--r^'-f íf — 

^acdf+ace + bdf+be ^j,^^^^ 

(a + Aíd + ?) = «^ + l^ + 7- + íf * ^^^^^ "^®"" ^®^J* 
þetta saman ( eitt, má margfalda og deila ad með cf, ae með c 

** , , - ^ , . , adcf , aec , bdf , be 

og bd með f, og leggja saman, kemur —^ + -7- H — 7 + ^z, 

cf cf cf cf 

með þvi að margfalda hvern lið með nefnarastöfunum, sem 

vanta, svo líðirnir verði samnefndír; þá verður summan 
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aedf + aee + bdf + be 

Vilji eg heirofœra þetla upp & nœst undanganganda talnadæini 
þá er: 

o, b, c, d, e, ff = 
4, 2, 7, 5, 1, 3 
þá er og framkvæmið 

= 4.7.5.3 + 4.1.7 + 2. 5.3 + 2.1 

7 . 3 
= 420+28+30+2 _ 480 _ 

21 ~ 2i~ ^'^^'' 

98. Ðeiling brota. 
1. Að deila broti með heilli tölu. Ðeil teljara brotsins œeð 
heilu tðlunni, og lát nefnarann óbreyttan ; ellegar ef deí/ír geog- 
ur ekki upp f teljara deilanda, þá margfalda nefnara deilanda með 
dellí, og lát þá teljarann óbreyllan, t. d. ^Ib : 4k = V9, því 8 
nfundu partar deiMír með 4 er 2 níundu partar. Eionig má hafa 
bina aðferðina, að margfalda nefnarann með divisor, þaoDíg: 
8/9.4 = 8/36 = 2/9; hér er þá stytt brotið með 4. Að s/ðari að- 
ferðin sé líka deíllng skilst þannig : að þegar ^/9 skal deilast með 
4, og menn taka 8 þrítugustu og sjöttu parta f staðion fyrír 8 
níundu parta, þá irerður stærðín 4 sinnum minni, vegna þess að 
hver þrítugasti og sjötti partur er 4 slnnum mínni enn níandí 
parturinn. Báðar þessar aðferðír má og sanna með þvf, að marg- 
falda hinn fengna kvóta með divisor, þvf þá á fram að koma 

deilandi eptir (58, 3), t. d. — : a = - því a . ~= — , er sann- 

c c c c 

arþáfyrrri.— : f = 4,Þvíf. 7 = ^==-, sem var divi- 

C CJ CT ej C 

dendus. Hér var stytt með f. 

2. Að deila blandinni tölu með heilli. Deil fyrst hdlu töluDOÍ 
í dividendus með divisor, Qg skrifa það heila, sem kemur út, í 
kvólann, en verði afgangur af heilu tölunni, þá tak hann saraan i'/í 
brotið, svo blandin tala verðl. Gjör þessa blöndnu tölu að launbroli 
og deil þyfineö divisor, eptir (98, 1). Dæmi: Aðdeiia^SVs ; 5?^ 
5) 43V9 Hér má kveða svo að orði: 5 í 43 cr 8 siÐnum. 
8^*/« SkTÍfa 8 í kvótann, ganga af 3, þess vegna 3^9 =^ 
8*79 ; þessu skal síðan deila með 5; cn þaröganga 
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ekki opp í 34, þá læt eg þá óbreylla, en margfalda 9 meö 5, 
kemiir 45, svo allur kvótinn verður 8?V«. Sönnun: 

43V9 = 40 + 3V9 = 8 +^9 == 8 + «V9 + V9 = 8 + »^9 
5 5 5 5 5 

= 8 + 8^46 = 83V46. Samber (82) og (98, 1). 

3. Að deila með broll. Margfalda með því umsnúna broti: 

^ ^ _ jc ac 

' c ~ ^ ' b ~ Y 

pyi sð divtsor margfaldaður með þessum kvóta, þá kemur dt- 
videndus, nefnilega: 

^ ^ e b c b c 

c c b c b 

en - . r = í eptir''(96) 

C Q 

seinast, þess vegna -- .a . ^ = Oy sem er dividendus. f>egar 
c o 

nefnilega er tekið framkvœmi deills og kvóta, þá verður fram- 
kvæmi hinna öfugu brola = 1 ; svo að deilandi verður (Jbreylt- 
ur eptlr, t. d. f tölam : 

7 : ö/e = 7 . «/5 = 8V6. 
H Ve . 7 : V6 = 7 . Ve . V6 = 7 . 1 = 7, því Ve. V6= 1. 
Hvað er nefnilega Ve . Ve? eða 6 fimtungar af 5 sjöttungum? 
Fyrst er að sjá, hvað i fimtungur af þeim 5 sjöttungum er. 
Hann er 1 sjöltungur. En svo er þá að taka 6 þessa sjöttunga, ' 
og það er 1 heill. f þessu var Vö látið vera margfaldi, en Ve 
margfaldandl. Sama kemur fram á hinn veginn, ef Ve er látið 
vera margfaldi, en ^k margfaldandi. Hvað er 5 sjöttungar af 6 
fimtungum? Syar: þar 1 sjöttungur af þelm 6 fimtungum er 1 
fimtungur, þá má taka 5 þessa fimtunga og það er 1 heill. En 
svo vér komum aptur tii deillngarinnar, þá var bér spurt, 
hversu opt eru Ve innifaldir í 7 heilum? það má skoðast sem 
sú spurning: Hversu opt er 5-íi innifalið í 7 ríkisdölum? Yærl 
hér spurt um 1 |i, þá væri það 42 sinnum innifalið i 7 ríkisdöl- 
nm, en 5 # er þá 5 sinnnm sjaldnar innifalið í þeim en 1 *•, 
þess vegna eins og 42 : 5 er 8V0, svo er V« í 7 = Ö'^/s sinnum. 
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4. Að deila meö blandínni tfilu. Gjfir deili að launbroti, og 
far siðan að sem fyr segir. 
Damí: 834Ve : 6V« 

834V6 : 6V« (= "/*) 

(4 

25)8336V8 (133V26 
25 
83 
75 
86 
75 

1 1 Vs ="/8; "Vs : 26 = "/76 = Vi6-; þá 834Vé =.=1 33Vi5. 

6V* 

f>ess konar skrlpt «em ^, ^ gelur skoðazt sem brot og kail- 

ast þá brotabrot (fracHo fracta\ þegar nefDÍlega annaðhvort bæðí 
teljari og nefnarl,' eli«gar annar þelrra er brotin eða blandln tala; 
þeir geta einnig verið fleirliðaðír eða polynomia. £n til að gjöra 
slík brot að einföldum brotum, er hægast að margfalda teljara og 
nefnara með samnefnara allra broianna. f^annig má margfalda 
þessa brots teljara ognefnara með 12, sem er samdeiiandi nefn- 
aranna 6 og 4, þannig : 834 Ve . 12 = 10010, og 6V4 . 12 
= 75, svo einfalda brolið verður = ^^^^^/75; og ef það ergjört 
að blandinni tölu, verður það = ISðVis eins óg áður. Með 
sama hætti má finna: . . 

o + -- — 

' n m amnp + ^^P — cnp 



. e__. f dmnp + emp + fmn 

n p 
Hér er samnefnari brotanna = mnp, það er framkvæmi allra 
nefnaranna m, n, p; með honum margfaldast a, kemur amnp^ 

svo-, kemur ^^^ = hmp, svo— , kemnr ^^'*^ = cnp\ þar 
næst d, kemur dmnp; sfðan - , kemur 2 — emp ; og loksins 



n n 



í., kemur t^ = fmn. 

99. í (96) f átam vér þess, að þi að svo stðdda gætum vér 
elilLi s^^nt 4. mátann til aö margfalda 16V6 x Vir, eb nú viljum 
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vér gjöra þaö, nefnilega áð margfalda 16V6 með 3, og dellasfð- 
an með 17, þannig: 

I6V5 X 3 Hér er 3svar Vö = "/ö = 2«/ö; skrifa V5 i 
17) 50^/5 productið, en geym 2; 3svar 16*er 48, og 2 

2®V85 geymdir er 50, s.em skrifast í jproáwcítáf, svoþar 

er komið 50^6. Nú byrjar deilingin með 17: 
17 f 50 er 2svar; 2svar 17 er 34, dregið frá 50 (í huganum), 
er eptir 16 og með brotjnu I6V0 = ^Ve. þelta á nú líka að 
deilast með 17; en 17 gengur ekki úpp í 82, verður því að 
margfalda nefnarann 5 með deili 17, kemur 85, svo að 16^5 X 
8/17 == 282/85, eins og fundið er í (96). 

100. Margföldun og deiling með broti léttist opt með þvf 
að taka multíplicator í parta, eins óg hinar practishu reiknings- 
bækur kenna^. Sú aðferð er að sundra teljara multiplicaton 

- í samleggjendur, að verði 

^ I -i- /^TöIurnarviðneðrahomstafs-"! 

^ ~ ''^ + **^ ' ^'^ * * " * vins heita Indiccs (sætisvísar). J 

þannig að sá fyrsti samleggjandi r^ gangi upp ( nefnara brots^ 

ins q og sé = — q; hinn annar r, gangi upp í r^ og se = 

— n = — • — q; binn þriðji samleggjandi r^ === — r. = — . 
a^ «1 Oa 03 «1 

73 í? 0. s. frv. Tj. — — . — •••• — q, þa verður 

£ ^ riL + íji^ + í^ »,-.•.... Tj^ 
q q q q q 

Með þessu polynomio margfaldast þá muUiplicandus M (51) ; 
en þessar multipUcationir snúast allar i deilingar með stœrðun- 



am 


0,, Oj, 


03 •" 


•«nl 


«1 










M X 


3 


riM 
9 


^±qM — — if, 

« 


en 


oi er 


1. divisor. 




M X 


Hi — 


TgM 

9 


9 


Ol 


.1m 

«3 


og a, sá 2. 
divisor. 



*} t. d. Jóns Gu^mundssonar logfræ(biDg8, bls. 134, o. s. frv., og prestsins 
BÍra Sigiirtbar SiTertaens á Útskálum, bls. 7ð> o. sí frv. 



Digitized by 



Google 



126 

ro r,itf 1 1 1 -. 111 ,^ 

q q Ot <^2 «3 «1 Oa «3 



,^ '•n '•n^ 1 1 í ^ 11 1 ;^ 

q q at 02 a^ Qt a^ a^ 



kiúl'productið verður þá 



«2 «3 ^4 



P^=.(±+l. 1+1.1. 1+1. i 

q Vai a^ Oa ai a^ a^ a^ a^ 

— , — . . . • — I Mi ellegar 
ai aa a^^ 

_ — M -A . — M -4 . — . — M + • • • • — . -j • • • — ^ 

Gi «1 a^ Oi aj as Ox a* a^^ 

eplir (61). 

f>ar teljarar brotanna í hverjum líð eru bér = 1, þá snúast 

allar þessar margfaldanir i deilingar með kvótunum a. £n þess 

vegna álti r^ að ganga upp í nefnara aðalbrotsins q, að nefnar- 

inn segir, hvað margir sö partar heiidarinnar eplir (78). Heildin 

er hér -; brotlð, sem margfalda skal með, er -; sá parlurþess, 

sem hér er tekinn 1 fyrsta lið, er — . Hann á að styttast með 

teljarasínum r^, svo teljari fyrsta liðar verðí 1. f>ess vegna þarf 

r^ að vera sammælir sjálfs sins og nefnarans q. r^ þarf þvl að 

ganga upp i q, eins og ádur er sagt. Nú styttum vér brotlð : 
rt 

r 1 

Þannig er þá — orðið að — . Nú komum vðr til hins ann- 
q ai 

ars liðar— og viljum útvega þyi broti teljarann 1, eins og hina 
fyrra. Yðr hljótum þvi að stytla brotið— með sammœlioum r^ 



iB 
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Vér þurfum nú að sjá svo lil, að — verði ekki brot, eins og 

það sýnist hér vera, hcldur heil tala, þó í brotslíki sð (sem sumir 
kalia óeígiDlegt brot). f>essu komum vér til leiðar með því að 
velja r^ þannig, að sú stærð gangi upp 1 rj, þarvér létum áður 

Ti ganga upp í q og vera — q eða — ; vér setjum því r^ = — r^ 

= — == — . -öð'^svo— verður = — ^ = og brot- 

di «1 a'* rj Ot.a^q aiO$ 

styttingín verður: 



q a^a^ 
þannnig er þá annar liður í röðinni - 

q aiO^ ai a^ 
Með sama hœtti vérður sérhver liður í röðinni ^ 

»m _ 1 
q a^a^a^ 0^ 

svo að ^ = — + -zrz — r r~nr + 



(j^ Oi ajOa OiOaOa 010^03 a^ 

Hér þýðir 0^ sérhvern cííuwor, twta divisor, eðaþóheldur sein- 
asta divisor 1 liðnum. I>ar á mót þýðir a^ seinasta díi?í«or í 
allri röðinni. 

101. Yið þessa partatekning nota reikningsmenn sérlegan 
ritmáta, sem ekki er hafður annarsstaðar. Undir multiplicator 
£ skrifast nú rððin þannig: 
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Oa 
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♦•a 
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ur 


—í ( 


O3 
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2. 


úr 


»-11-1 


0« 








eða heilum. 
eða úr^fyrsta lið. 
eða úr ððrum lið. 

<eða úr næsta lið á undan. 
Dœmí. Hte vil eg margfaWa 64836 >< ^^^^Visnn. 
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M 


= 54836 




X 




"»"/15016 =^ 








15015NÍjQteU. 

^ \^ arsrnir 

5U05 10010 


'-M 


= Jf, = 


18278«/8 


ri = (5005V8 — 
«1 


l-M, 

«3 


= Jlf,= 


18278V8 


5005 


lOOIO 


ra = (5005Vi — 




= if, = 


3655"/i6 


1001 


11011 


rj =(1001V5 — 
«3 


O4 


= if4 = 


3655"/i5 


1001 


iiqii 


u =(iooiVi — 

<*4 


L.lf, 


= Jf, = 


522«»/n)5 


143 


3718 


r, = (143Vt i- 

^5 


a 

L.M, 

«6 


= ilf. = 


522"/io5 


143 


3718 


r. = (143 Vi }- 


L.M. 


= JlfT = 


47"Vll68 


13 


7163 


r, = (t3Vu^ 




= J/. = 


47"Vll55 


13 


7163 


r, = (13Vi '- 

«8 




= if, = 


47»»VU56 


13 


7163 


r, = (13Vi ^ 


3-iif, 

OlO 


= lí,o= 


47"Vu66 


13 


7163 


«•10= «3Vi i- 
«10 

r,i= (P/ial- 

Oll 




7ilf„= 


3"»Vl6016 
25""/l6018 

45132«»«8/i6oi6 


1 
1 


9791 

8477 
86398 


7rit= (7Vi '- 
«11 



Hér má vara sig á skrifmáta þessarar aðferðar og álíta ekkl 

tölurnar, sem hér standa, fm fyrir blandnar tölur, svo sem 5005V3, 

heldur þýðir það hér, að 5005 sé Vs úr einingunni eða áður lckn- 

um pörtum hennar, eíns og segir upphafíega i þessum tötulíð 

(101). Einungis beilu tölurnar eru r^j^ enbrotin, sem standa apt- 

i ' 

an við þær, eru ~ . Teljari multipUcators p = 1235.8 er hér 

leystur upp í samleggjendur : r^ = 5005, r, = 5005, r' = 
1001 0, s. frv., verður þá 

P = «•! + ^2 + r^ +. r^ eptir ^IOO), 

en þessir samleggjendur verða allir að geta gengíð upp í nefn- 
aranum q og áður teknum pörtum teljarans. Sé nefnarítin lítill, 
geta menn hæglega fundið þær tðlur, €r hafa þejssa tvo kostí til 
að bera. £n sé nefnarinn stór taia, t. a. m. f þessu dæmí, má 
hafa þar til bragð eitt, nefnilega að leysa nefnarann upp f sfna 
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gjð^endar. Bptir ðeBliIeik& einbinÐunnoii hinna mlnnt talna (86) 
g€ta menn fundið n)$la margra talna, ogbvað nefiiaratin f þeBSu 
dæmí áhrærir, má nú þannig aðfara: 

3 ) 15015 = 3 . 5 . 7 . 11 . 13 . 1 factorar i 15015 
5) 5005 = 5 . 7 . 11 . 13 . 1 factwar i 6005 
7) 1001 = 7 . 11 . 13 . 1 faciorar í 1001 

11 ) 148 =* II .1^ . 1 facforar f 143 

1 8) 13 13 . 1 factorar i 13 

1 1 factor i 1. 

. Hér má þá fyrst nota fyrsta factorinn, sem er minstur, og 
verður af bonum kvótinn mestur 5005. Eg læt þá a^ vera 3, 
en r^ = 5005, o: productið af binum. Nú get eg tclíið aptur 
5005 af teijaranum p fyrir r,, 6g þá læt eg a^ vera =1, lil 
mínnís um að það sé hlð sama sem áður. Nú má eg ekki taka 
5005 optar af p, því það verður of mikið. |»egar eg nú yii 
skygnast eptír factor, sem bæðí gengur upp í q og iíka upp í 
þeim áður tekna 5005, þá beQ eg ekki um aðra að velja en þá, 
sem bér standa bægra megin í annari Ifnu, nefnílega 5, 7, 11, 13, 
því það eru fattorar bæði f 15015 og líka f 5005, og vel eg 
þann niinsta af þeim fyrir ag, *en product binna factoranna 
fyrir bið næsta r, nefniiega 7 . 11 . 13, sem er 1001. Eghefl 
þá fengið r^ = 1001, sem ekki er Of stórt, og a^ læt eg vera 
5. Nú get eg tekíð lOÓl aptur, læt eg það þá vera r^, og þar 
eg nota það aptur, Ijoet eg a^ vera =1. En þá vantar mig ( * 
teljarann p, tilað fylla bann, 346, en factorarnir i 1001, sem eg 
bafði seínast, eru eptir þvf, sem eg núþegar fann, 7 . 11 . 13. 
Eg vel þá 7 til að vera ag, því það gengur upp í 7 . íl . 18, 
og er þar í 11 . 13 sinnum^ en 11 . 13 er 143, og þar þaðer* 
ðkki of stórt til að takast af 346, þá læt eg 143 vera r^. Eg 
get nú tekið 143 af þeim203, sen^ nú eru eptir, verða þá eptir 
60. fessir síðar teknu 143 verða þá mitt r^ ; en a^ verður = 
1, þar eg lóli 143 aptur. Factorarnir l M3 voru 11 og 13, 
eins og v&r þcigar sáum, og tek eg nú binn minni, nefbilega: 11, 
til að vera a^, verður þá binn factorinn 13 að vera r^. Nú.má 
raunar taka 13.Qóhim sinnum af 60, en menn láta sér nægja 
áð taka það fyrst.einu sinni, og a^ verður þá 11. Svo geta 
raenn, gjört hvað þeir vilja, annaðhyott að þrefelda r^ og skrifa 
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þaö prítduet þ&r ntAat við, og rlta eíali fiiliifi ^/i f staHtíán fytír 
aHá 'i- — og — og er 8á vegur fikemri ellegar eins og eg 

hefl hér gjört, að margfalda ekki rtj. hejdur leggja 13 þrlsvar 
sínnum við og láta o^, a^ og ajo vera 1. þegar þetta er búiö, 
hvor vegurinn sem fariiinerj þá éru engir mælar eptir nema 1, 
tiiað vlOna npp þá 8^ ðem 'eptír 'verdá, þegar teknirern 13Qór- 
um sínnum af 60, verðuc þyí.a^-nota mæiinn 1, sem gengur 
upp i öllufi heilum töiiim. þá láta menn hann gjarnast vera r 
einu sinni, og margfalda síðan með 7, til að fylla þá .8, sem eptir 
stóðu af teljaranum p. . . 

f>að sést nú vinstra megin i ptreikningi þessa dærnis, hvernig 
deilarnir a er\i notaðir hver eptir apnan tU að deila dividendm 
4f. Fyrst deilist.M með deillnam ai, og er það hið sama sem 
að marigíalda M roeð r^'og fæst kvótiiin Mt eðía Iti hluUnn af 
M, J>ar nœst deiiist M^ með a^ ellegat mai'gfaldast með — og 

{ r • • • ^í 

svQ hváð af öðru, þangáð tii öll a erii búin. En hafi, maður 
gengið margföldunar veg í r^j og a^, 'sem er stundum skemrí 
leiðin,. þá vorður Jíka á sömu, staðum/ eða sömu líðu^i að við- 
hafa' margfaldanir á kvótunuq. .• Eptir. (100) var aðal-i^ro^uc^i^ 
þaonig ritnð : 

q . «1 / \ oi Q2 . Oi! qa, ..% 

til að gjöra'þétía fyrirferöarmrana, B)á setjia:' / 
fyrsta lið ^M ^ 3/^, sem er Iti Mutinn af iK, 

auQan lið . —Mt -*« Áfa r ; . 

*þriðja lið —M2 = M^oi yfi'riiðfuð: " ' ,'//.; 

nito lift — ^m-i=*'^m; þá verður úf^ú'pródUctU: ' 

^M = Jf 1 + if| + Íf3 + ilf4 .... M^ .... M^ 

l^essi skrifmáti er bér notaður vinstra megin i dœxnina, ellegar, 
»em er sama: ' . . 

-^M=— if + — il/i+ÍÆf3+— iSf3....-Lilf- -+-L M . 
t»ettá er uú, þegar lengrí vegúrinn er fiarinn. |>ar á ibót| þegar 
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tiÍÐa skemri er. farjitai, þá bloiipa ifleiri li&ír .ftamaa i eiDo, svo 
liOÍrair Terða fttriri, af- þvl þelr era jafair. Deiliagtn með: Oa^ 
SD^'st þáf margfðldan* Rððítí, sem^ teijarinn p var sundraðBr f^ 
var tálinuð þannlg í 

P =ri + ^2 + r^ + r^.--.---'--- 
jþegar Dú.f henni éptir h líði koma ft liðir jafnir liðnum t^, þi 
jpar^faldast liðurinn rjj með k^ svo næsti liður rt+i verður = 
A^hi þy' ví^ d'If^ W^sa fe liði verða deílarjEiir:. 

. ^+l <»h+« ; <'h+3 • "! • • í>h+ÍÉ 

allir saraaa bver fyrir^sig =: í, og brbtín sjálf = Vi = *• í 
staðinn fyrir samlagninguna: 

^ ♦•h+l + »^+2 + ^h+3 •••:' + ^+k 

kemur þá margföWunfn Isr^ eptir (45). 

Röðin verður þess vegna: 
p = n + r^ + rj •••• r^ + hr^, + rj^+g + rj^+g •••• 
og af þessari orsök verður bún h — 1 lið styttri. 

í talnadæminu 54836 X ^^^*^®/i6oib hér að framan koma eptir 
r, þrír liðir jafnir vlð r^j nefnilega 

r& rg og r^o 
óg það fyrir þá skuld að 

ös «9 og «10 

urðu hvert fyrir síg = 1 og þess vegaa brotín 

1 1.1 
— — og — ' 

'^ Vi '^A'óg Vi 

=:^ 1 l og 1. . . ; f 
og þar 1 Jþreytir engu við ms^rgfðldun, þá verða . 
, ^s. ^9 rio 

*■";■= r^ ■ rt' r^ '"'*.' / " " . 

Öér ér ft = 7 og Tc = 3, rj^ = rt, ==« 13, »rh = 3 . 13=^:» 

39, hið nýja rh-f-a = nýtt T9 = tV**t> Þ^í sá næstí' diuworj 
sem nú heitir 09, er= 13, ógroeð bohum skaí deila, ekki þeím 
næsta lið á undan, nefnilega hr^ = r,, beldur þeim, sem þar er 
i ttndan, binttm einfaVía ft''=: 13, yerí}ur þá r^ =f= 1. t jhegar 
búlð er ^ð .^ka r^ =^ Ir þá er búiði að. tfika 53 af. teljáranum 
60, sem eptii* Vftf ÖFÍtan af p, þégar r^ skyldi takast f>aö er 

9* 
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þi eiauDgU 7 epUr útekDir, iiTO(rt sen.heUitr er af 60 ellegar 
af 12358, BeD» var p.. Ea.nii^faait engji: msl^f Cranmr úr nefa- 
araauQi q, eias og vér sáum, þegar vér leystum hana upp í si'na 
factora. þeir voru 3, 5, 7, 11, 13, 1, og erum vér búnir að 
Dota þá alla nema 1, sem mælir allar heílar tölur. Yér hljótum 
þvi að nota hanu, (>g það 7 sinnum að nýju,' jtil að fyila þessa 
7, sem eptir eru af teljaranum. Hér koma þá 7 liðir jafnireplir 
♦•9J og það jafnir fgj'líkt og nú þegar skeði. Hér verður nú h 
= 9 og fe == 7, óg einkenni eg þetta h fri hinu fyrra með 
stryki þannig: It. í da^minuhérað flrama&.bafði eg þessamarg- 
földunaraðferð, af því: mér var .teitt að skrifa svo. marga sam-< 
leggjendur. 

Til að glöggva þetta betur, reikna eg hér aptur ^íðara hiuta 
dæmisins með skemri aðferðinni og byrjaá r^. Nú er þá 
12358 — 5005 — 5005 — 1001 — lOOÍ — 143 — 143 = éO. 

Af p standa eptir 60 
Í50I£. 'ö7i5oiíí=*Ao.oi 

3fí=iif6=Vuilf6= 47i\Vy ^* 7163(l3Vii ri=Vxir^=^-U 
if^==ícif,= 3itfT=l*2Jfí »9 6474(39<»/i r««= Zr^^ hr^ 

j|f^=i.if,=Vi8Jft= 3xV0\\i 1 9791. (lVi3 r^=ytsr^=±rj 
^9 ■ . <h 

J!fio=fc'if9= 7if,= 25ífU 7 8477 (7Vi , r,o= 7r,= fcV, 
2l9TV^g% 31905: . 

Summa liðanna f aðal- oroducfmu -^ilf niðnr að liðnum if* 

var orðin = 4>4913**^'/i6oi6, ogþegar 

þar við bœtist úr síðara hluta . . . í > 219^^*^^/1601 6 
verður summan aðalframkvœmið . . 45132**^/i60f5l. 

102. Fleiri talnadæmi viljum vér setja hér tii að skýrabet- 
ur ýmsa eíginlegleika þessarar aðferðar,' M getut',verið brot eða 
blandin tala, einnig fl^eirkonar töliir. \éT tökum 't. d. ^t >< V12 
j>að jmá gjöra á f(eiri vegú svo sem: 

V X V12 12 = 2 . 2 . 3 

-Ö8 — 4:^2 .2 

Vt 4 .(4V8 ; eé|i ér bezt að.velja fa^loHikn Z fyrir á^j 

y Vt« í (V/4 þvf eí eg* vel 2 tii: að vera 0^, þá verður 

V^ ^ íiri^dMcrfíd af.hittumilfeímttr 2 i 3 = 6,of 
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sMrl til að vetdL r^j þar tdja)*iiiB ér éinungis 5. f^egar 3 er <ii, 
þá Terður r^ «4; vantar þá. { teljarann 5 eínungis 1, sém' er 
V* af.4, svo r, cr = 1 og a, =- 4. Með aj =?= 3 deili eg nú 
deilandu ^/7, og fie Vr; þessu deilí eg aþtur með a^ — 4 og 
fæ Vsð eptir deiltngareglunum (98). I>að gat maður einnig gjðrt 
að nota gjörandann eða mælinn 2 fyrir a^ þanníg: 

Með. þessu móti fæ eg kvóta 6, sem að sönnu 
er of stór í teijarann; en jeg stryka bann út, 
til Aiinnis um að taka ekkí ínn i summuna það 
sem út af honiiiii kemur. Samt deilí eg divi- 
dendo Vt með 2, og fæ Vi*) og stryka það út 
sðmulelðis. ^vf næst deili cg ^/u roeð síðara 
mselinum , 2 o@ fæ eptir (98) ' V^s, en stryka það 
ekki öt, áf því það r, 6«m því a fylgir, er ekkí 
ofsiórt; { teljarann 5. . Aptuí delU^eg ^/is með mæiinum 3 ogfæ 
Vss- Nú van(ar mig enú m 1 ( ^5, og tek 1 ánnað sinn og 
skrifa þar við V19 ogÞ^ ^kriifa eg ^y^s annað sinn. Loksinslegg 
eg saman broliftV«8 + V" + V28 =*= Vas- Nú viljum vértaka 
þetta enn öðhivísi og -skiþta um muUiþlteator og muUiplieandM 
eptir <46) þannig: 
*/ií X '/r |>ar 7 beflr engan mœli nema 1, þá verftur 

84 — - gaint að nota hann, ; <^ ganga þá margföid- 

*/84. 5 (IV7 nnarveginn. Eg set því r^ ^^ í. En þáð, 

^Jéi, ÍO (2Vt semþann einá va'ntar í teljarann, verður þáfc. 

V?9 "/84==?/«8 Eg defli þá «/12 með 7 og fæ Vs^. f^elta 

brot */8* margfalda eg með h ^ 2 og fie V^fc- l>essi brot Vs* 

og V42 g|ðrast nú semiieibd og leggjast saman, fæst ^Vs^, fiem 

mi stytta með^S, fæst þá Vss* 

jþegar tölurnar eru HUár, þá érþiö skemra en partatekning- 
in.að margfalda ieljarana saman og nefnarana saman eptir (95). 
Nú viijum; vðr margfalda l»iandiiatölu 314^4 með Vie* 
ai4V4 X Vi« t^ — 2.2.2 . 2 cða 

. ' . . ■ ^ ^: ... . : -.4 . 2 .2 

7.8"/i6 . 44 (4V* . Hðr gct cg tékið tvíi fyrstu aörenduma 

3?"/32i :?2 ,(2Ví . af 16 saman, nefnilf ga 2 . 2 =* 4 og 

J9*9^4 A^ (1V« iátið 'þá.vera ai, þá verður r^ pro- 

. 137*^/64 109 / . átic^-ð .afihinum öðrom. Eg get því 

yerið viss um, all^ binirfacf ororntr gai^a ui^. f r^, get eg þá 
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valíð eibn af þ'eim fyriraj; kvétim þát &f Tþrðar þá. r^ og verð- 
ur það hér ekki of stórU Méö ái, á^ tig a^ tleiU €g sfðan elils 
og áður ér sagt, tll áö fá Jfi, ifa og itfs) og legg samaú. 

Ðæroi upp'á partajlekningu viö ftefrkonar tl^lur getur verið 
þetta: 
1 Cent, 17 « 2T»/rlóð X 3 3^V2o 2.2.5^^20 

(10V« 2:5 = 10 

:...'. (5Vi • • 5.= & " 

" ; i .: (íVö i>ar teprinn 17 er raeiri 

' (ItVi ' bltiti nefnara sfns, þá t€k 
eg einn > af binum mlnni 
œœlum fyrirai, og f œ 2 . 5 ^9=. 10 til að veta rj. Síðan tek eg 
hinh ihitíni af mælunnm 2. 5 fyrir a^, 'og'fœ- hinn fáktorinn 5 
fyHr rj, þá et .fengið r^ + 'r^ =?*!&. Nú:*et eg tekið 5 fyrir 
% og fæ 1 fyrirrg ; tok&ins tek «g 1 ápUir iyrfr r^ Og a^ verð- 
nr=» i. Ná vil ég Jljúka af að tnárgfaUa raéð: heila tökrani .33, 
og raá gjðra'það annaðfavort níeð dr^águ éða áa ðreifingai*. Eg 
ætla' að ve][|á hiö sijðara. Fyret margfalda eg birotið ^/7 með 33, 
og þar þmi teljari 3 er litín, margfaldá'eg 33 mfeð' honum, og 
skrifa jafnótt staflna ij^roducftd einhversstaðar, ogfæ 99. ^essjii 
á Bú að deila með nefDaranum 7. Minnist -egþáÞess, að stærri 
ta!!an segir: 7 sínnum lé er[98, og veifðar.þá V7 af^angs flöð- 
unn<n; en.l4 lóðí get eg skrílað.einhversataðar Úf minnis. Nú 
get eg margfatdað 27 með einingastatnam f 33, og skrlfað i 
14 déiitlá hjáritningu <mðir \K lóð productið 81, svo 

81 ; margfaldá eg'. 27 n^eð tagastaftaiuto 3 og skrifa 

81 s»ona lagaða hjárftningu, einsog.hér stendur, og 

32) 905 (28 legg saman, fœ 905 löð. fettaá'núað gjörást 

64 ' að 91^ inéð;því, á9 deilast með 32, fást 28^ % 



265 og 9i lóð. f>easi 9 tóð skrí& eg undhr lóðm i 

256 ' framkvsémið lundlr: margfaidanda. /því næsl íer 

9 : ég að margfáldá 17 % tneð 33, og^ gjöri þaðlúeð 

slætri.töflunhi, þar eg hefl muírq&Za af 17 í henni. 

Egiaégi þ<i; Sfivar 17 er51, skfifa í I hjáritningtt, en geými 6, 

561 segi aptur Sswif 17 ec 51 ög 6 geýmdlr 'er 56, 

28 fikrífa 56 framan við 1 í hjáritiíihgUná qg hefl féng- 

; 589 ið f hana 561 B. f^ar undir skrifa eg28 9in,sem 

fengust úr lóðúnum, v«rður ál& 589 ð^. ' I»i er 
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hmglvA JQB4 a& þáð em. & eehtner og 899^« |>aii 8^-%: skrifasfi 
f-fpani]L^iB3inlð uÐdir ^ ^^ e n. ó «dntnm*n geyiriðst. Mú. mai^*^ 
fáldast hið . i cehíner 'i Imuliiplicándm .tneð.SS og ieggjast '5 
óefUnerifi Mb^ f^sl^L iS centnér 89*3. 97? lóð i framkvðBinið. 
t»etta er þá SSif; i^esidur.þá.reikoi^iirina svo: 

. lcentn. íl%:21^/r\éi >< . 38^^90 

ZScentn. 89« ^VtIóÖ (IOV2 

.•...••.;,;.• . ' . (5%' • 

:;;:. .:. •... .(1% 

•...'• ..-,...: . . . {V/i 

. þeaitt ÐflsM.ðfettlst; i£:me& aí^ og er það optast bægðarverkj 
því meari láta toliirnar 0^. aliar vera litlar) og eni þœr opiast 
1 margföiduBartSíhiBiim. t>ó bér það viöj að. þa&r eru stærrl, verð- 
ur þá að deila^ in«ð þeími saiwt sen^ áðiirj ^g er það yfir höfuð 
k'ent í (77).: Rér,er «1 =«/á,:Og er þa deííit 1 cenm. 17 « 27 
loö áo^ferolsins ejtir ^77),^ kemur 'þií. fcvólann S8 « 29 lóð, 
s^em s£ri{a$t undir; Vín .-og i^öín) Jafn^tt og doilt er. £n svo verður' 
ðfg^ngð 1 iöliy^það siirifa ieg I- blandiia t01ii ísamt I»'otinu.^/7 
þannigí lijáritningu I^t. Blandna talan gjörist að launbroti ^% 
eptir (82) og deilist með «3^ eptir (9§, 2), kemur ,þá í kvótann ^t, 
sem skrifast undir brofið ^i i ÍSillf.' 'Sténduir þá undir 33ilf 58 
«, 29^A liSð, «em' év Mi. Síðaii ðeí!í9t-afi tneð 02 öidungiá eins, 
ogfæst 29^1477, sem er if^, það skrifast undirJfi 'eptir sam-i 
svarándi kýnjuim. ^Nú kéíhur 0-3, senv ter 5,' og með því deiíist 
j|f2,fæst 5c « '28^ lóð,- íðem er ifg- 'Svo kemur a^v ^cfm er 1, 
og segir, að Jf^séhíð saiáa- s)eih '!ð4, skHfast það þáunWf M^. 
Eru þá állar deðínga^ar búnar, o^ er ðVö ait samanlagt 333f 
+ Jtfi -+?• ilfi + ^3 + Jf^, Slendíi^ þá aiiur reikningut-: 
inn svo: '- . .:- 

:.::. -j . . l í cent.Al^.,2^^fy'\6&. .^. aa^^^o . . 

. .33iií= 38cwí-89« 9V7lóð| 

;';^,= "■ A.'"58. '29^7* 

•J!fí='' ■ á9 ' W/i' 
. ^ M^^ ^, .-, .,5. 23^7.. 

• ^4 =... ; . 5. 2Í3^A 

' ' 3gícení.89íí^l477!óð. 

Partatekningirf er éiáttíé ' Viðtíöfð í 'öéiUtigU.' ' f^fega^ déiit érí 

niéð ht^\íy verðnií ætíð Jiðbyftá} deliinom jóg.margfolda siðan með 
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þvi tiinsDÚíia broti epfir (98, 3). Nú kann deUirinD véra annað-* 
hTort sannarlegt brpt, ellegar blandin tala. f^si blandna taia get- 
ur eínoig verið launbrot, og ef búu er þáð ekki, verður hún að 
gjörast að lauiibroti, áður en deilinum er bylt. (laö er þvi ekki 
fyrir öðru ráð að gjðra, én að déilirinn sé aonaðhvort sannariegt 
brot ellegar launbrot. £n hvort aem heldur er, verður deilirínn 
að byltast. 

Nú er fyrst að hugleiða, hvernig fer, þegar sannarlega brotið 
byltist; þá verður teljarínn stærri en nefnarinn eptir byltÍQguna, svo 
þar úr verður launbrot og á dividendus að margfaidast með þvi. 
^etta iaunbrot gjörist qú helzt að biandínni tðto, og athöfnin 
verður nú margföldun, hvort sem launþrotið gjörist áð biandinni 
töiu eða ekki. £r þá anBaðhvort margfaldad eptír (97) ellegar 
eins og nú er sýnt i (102), í þesau seinasta d»mi. 

Nú er i annan stað að hugleiða, bvernig fer, þegar launbrotið 
byttist; þá verður teljarinn minní en nefnarinn, og & þ& divi- 
dendu$ að margfaldast með sannarlegu broti, og er það s^nt 
(92, 2) og i (102), vegna þess alll lendir við margfOldun eptir 
hyllinguna. 

Nokkur eðli heilla talna. 

103. Um summu, mismun pg framkvæmi heiUa talna gilda 
þessar lærdómsgreinir: 

1. Fontif tala n, sem mælir tvær eða fleiri beilar tölur na, 
nh, nc, ••••, mælír einnig þeirra summu og mismun, þegar a, 
b, c eru heilar tölur, positif eða negatif ^yi 

^ -|_ n6 + nc + •••• =p: n(a 4* ^ + c + ••*•) eptir (50), 
þvi þá verður kvótinn við deilinguna a + 6 + c • • • -, sem er 
heíl tala, þar a^ 6^ c •••• eru heilar tolur. 

2. Sð talan n mælir hinnár einu af tveiiHur tölum, en ekki 
hinnar annarar, þá er hún heldur ekki mælir þeirra summu eða 
mlsmunar: þvi — -^r— = a + - getur ekki verið heiltala, ef 

- er það ekki. Hér eru tölurnar na og 6; n gengur upp 

•• • 

í na, en vér gjörum ráð fyrir, að sú tala gangi ekki upp i b, og 

þá gengur hún ekki upp i na -^ b eða na -»-6. 

3.' Si talan n mælir annarar tUa a; þá er húú eiBúig mœlir 
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bennár nqargfdldrar »£ ma, það er að skilja, ef búa er marg-^ 
fóldað méð heíili.töla m, þW ma er ékki anaað en snmma af 
m jafnstórum addendis, sem hver fyrír síg er á a; eða 

fna = o + d + a + a , 

svo þegar n gengur upp i eínum þei^ra, þá gengur n upp í 
þeim öllum, og summa kvótanna verður heíl tala. Samber (103, í) 

4. Tala, sem gengur upp í hvorugri af tveimnr öðrum tðlum, 
gielur gengið upp í þeirra suramu, þó éiBUDgis með því mötiað 
hún sé jOfti summu þeirra leifa; t. d. ef n gengur hvorki upp 
í a né 6^ en ieifarnar verða q of^ r, þegar þeim er deilt með 
n; þi verður . . 

á á ;^ni+ f 

6 axs Kn + »r 

a + 6 = (/i + k) n + (g + r) 
KvÓtamir eru ^ og k; hér geogur n upp í {h + k) n eptir 
(103, 3]; en gaogi n lika upp i q + r, þ& gengur neinnigupp 
í a + b eptir (103, 1), aiiÐars ekfci. 
£n Dú er epUr venjuiegum deilíúgarhætti . 
q < n 
r <i n 
]q+ r < 2n' 
Skuli nú n ganga upp í g + r, ejem :et < 2n, þá verður q 
+ r að vera = n; því sá næsti béiH kvóti fyrir neðan 2 er 
1 ; svo g + n verður að vera = In, þogar það skal vera < 
2n. jþáð er: j>að verður aö vera 
g + r =«t n.' . . 

5. Taia, sem gengiir upp f bvórúgri af tveimur fiðrumt&lnm, 
geturgengift upp í þeirra. mísmup^ þó með því móti, að hún gangi 
upp i mismun þeirra léifa; eé nefnilega bókstafimir með sðmu 
þýðíngu sem h&r nsst á undan, þá er 

a = hn + q ^ 

b = kn + r •- 

a — b = (h — fc) n + (g — r) . 

Skuli nú n ganga upp i a — b, þá verður n að ganga upp 

i ^ — T9 eb þar b«ðí g og r er .(opitast) látið verá minna en; 

n, nefnil^a áfganguríÐB. ninni txn' diviiúr, þi verður q -^ r 

(o^5t) iDillDa en n, svonö n geagur tkki app þor i, pema ef 
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g — r «= o, e8a ge=ír, Pað.fr: ^la^ sem gengar upp í.kvor-' 
ugri af tveimur ððrura Xblumj gengur ekki upp í þeirra mís- 
muD, neiiia «f lelfaT þeirra eru jafDar. 

Merk: {^essar formulw eH^ likingar 
; a » AnÍ -f^ 9 
og 6 t« ftn 4-.r 
f (103, 4, 5) eiga að^koðastsem /ormtiZtmtar 8 og 9 i (58).6ða 
(68, 8) og (58, 2)j sefiulega a og b erú tvelv dividendif n er 
beggja þeirra diitispr, h og k eni þeírra tveír kvótar, og gf og r 
leífarnar,. þegar.a <»g i6 er. deiH með n. . . . 

Ðæmi í töium upp á 4 og 5 f þeasum tölulið (102), Tölmrnr. 
ar 18 og 70 eru eru ekki deililegar með 13, en leifar þeirra 
beggja eru 5, þegar þeim er deilt með 13j þvt. 13 f 18 er einu 
sinni og ganga af 5. 13 f 70. er S einjiuiii, og ganga af einnfg 
b:i .Mismiinar milli 18 og 10 er .52, Qg 13 ganga nþp f hon- 
um, þvf .4sinDum 13 ét 53. Yiljum: yör alöurekSfa tðkim:þessum 
eptir þeim nú þegar framsettú /iSormtefian, þá er það svo: 

70 = 5 ..la+.ö.. :• .... ^ . i /•■••,... . . 

18 = 1 . 13 + 5 
52 = 4 . 13 + 
Vilji einhver hafa h'kt talnadæmi upp á samiagningunia, þá er: 
' 10 ^ b .'.13+ .5 .. ; ... . 

••■ . : 18 :^ 1 . 13 + 5 
88 =^6. 13. +.10 
13 ganga ekki upp f 88, summnnni áf:74 og 18, af : þvf iþefr eru 
meira en 10, sem er summa leifanna, þsgar 7.0 ,og.l8 er deilt 
með 13. f^'etta er sdn^kváemt bidni annari lœrdómsgrein f þess- 
lim tölulíð (103). 13 ganga upp f 6:..i3 ±=^ T8^ em.ekki upp 
f 10, þess:végná ganga 13 ekki upp f- 88, sem cjr summa 78 og 
10. f>ar á móti ganga 13; uþp[ f 117,m aummmni iaC S9 .'Og 48j 
þó ekkí gangi 13 upp f 69 og 48, þani^ígi .A 
69 == 5 . 13 + 4 •• . : 

48 = 3 . 1.8 + .9 . , 

ii7:í=^.r* 13, + -13 V. ;••••; • .. ; 

þvi 13 ern jaflMr'sUmnm leifaniia 4 og:9i sem: cir :18 eptír 4ini 
lærdón^sgreín. / ^étta er sáinkivæmt: íta Isrdóm^greíníani,; þvf: 13 
^anga upp.i lOi^femer &:i|innum U,jog Ukæiup^ (lisjálflii^r 
13, þá gengurl3ogsvouppf 117, semersumman af 104ogl3. 
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104i :TWar, wm lidiiasi^nQu.kJfQr) þ^gAf W^ erdeHtmoð 
sama divisor, kallast congruentes (saros):9rai}di), á latína numeri 
aonfffúu DivUoninn,k^lwtpim€ídulu9 (kvai^ðj). Slíkt sacnbaiid 
eiOa áBígHQmuliig .^tatoaniia tía á míUi kaUast congruentia (sam- 
svarao) og t&kQa$t;þjUiÐig: 

a = 6 (^od. n), 
a og 6 eru hejlar tölur, aDfla6b.Yort. pQ$itifar eða negatifar^ en 
moe^ulKt er œtí{i pQ$it,if Ttdúfnar a oq^ h eru hvor ann^rar 
r^iéiuum (leiO eptír fnoc^uZt/ð ni f^aoDig er í talnaidauníQU (103, h) 
' . . 18-^ 70 (m<HÍ, 18). : 

£n =þe$0ar. tðlur bafa: ótQ^andi . r^idua, h^thx positif Qg ntfýa- 
</f, sem öll Ooifiist /með þYí ; a&:L^gia mpdti^r við eða draga 
hwfk irí ie»%\kmire9idiii$. I^annig duiiast með fridragningu 
70^57^44^51^JÖ^&^>-8^— 21=r-34 (wiodLia)/ 

Af þessum tölum heita 5 og — 8 re$idua minima (miasUr 
leifar), og 5, sem ekki yflrgengurítólnverðlþann hálfa modulu$, 
residuum absolutt.:minimu)n. {bia ^\lfSíttnnnsí$k leíf)-> lisr^óin- 
urinn um congruentiurnatr cr ^ptir hinn nafnfngaga t$lu-iOg mæli- 
spekíng Gauss. • . 

Vér sögðum n;^lega, að a óg t væri hvor anoaraneif, þetla 
kemur fram, þegar vér tökum þsmn kvóta, sem.ekkigefurminstu 
leiflna, svo sem í þessari eóngruentiu - - 

1:8.^ 7Cr (wtó. 13). 

13) 18 (—4 13) 70(4 13) 70^5' : 13)57 (4 • Í3) 44118' 
—52 52 65 52 : 39 

+ 18 5 5 5 

70 

tí)U{2 Í3)6'(0 ' 13) — 8i(0' ^ ii}^ B(~l :í3>1ÍÍ(2 
' 26. ;0. , ;: -r-13' . j .26 



(• 



5 , , .— S 



13) 18(3 13) 18.(4: 
39 52 



_2l —34. 

105. Af rðð n talna, sem konto' bæst hver eptir aðifa I hinni 
náttúrlegu talningar röð (3) i 

a, a + 1, a + 2, a + *i ♦ a + n —1 
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er œttð cin, én ciigar flélrl, seni crssA (m&i. n), peg^t Aer 
eptír geðþekkni geOn tala. 

f^í þegar ðeill er tðluntim þannlg eptir rdð með satna divisor, 
og yfir enga er htaitpið, þá vaxa Idfarnar att af um 1, ellegar 
þærverða =: o; þetta gengur í umferðum þahníg, að sðmu leií- 
arnar koma óaflátanlega aptur og aptnr (elns og vikudagarnir) 
hversu lengi sém haldið er áfram að deila þeim komandí tðlum. 
En liðirnir f umferð hverri verðá eins maiigir sem einingamar 
í modúlm,' þvf hann er dívisor* Og loksins : hvaða tala sem tll- 
tekin er, þá fær hún eínhverja af þcssum letfum eða o^ en engar 
fleiri (eins og englnn dagnr kemiir sá, að hann ekki heiti eins 
og einhver einn af vikudðgunúm, ^9íT múduius dagatalsins er 7. 
t>éir, sem kmna fingrariiti) geta sLilið þá sctningn, áððilártðl 
Krists, sem hafa sama gyllinital, eru cohgruent eptir mod. 19. 
^nig er 

1788 = 1845 (mod. 19). 
Vér vifjum reyna reHduá mihima þeséaira ára. 
19)1788(94 19)1845(97 

171 171 

78 135 

76 m 



2 2 

Á þessum árum er annars gyllinitalið 3. f^egar Eristur fæddíst, 
var ártalið 0. Heymim þe^s árs residuum. 
19)0(0 


TqnglÞldinahafemennlájlið byija við KristsfiæðingB, 8vogyUini>- 
talið væri þá 1. ^ af leiðir regluna til að finna gyllínital, að 
leggjá 1 við ártal Erists og deila* svo með 19. Eðlium vérártal 
Eriáts A, þá má finna gyllinitalið með þessari eongruentiu: 
A + 1 = gyllinilal (mod. lí). 
n88 1845 

1_ í_ 

19)1789(94 19)1846(97 
171 171 

79 136 

76 .m . » 

3 3 
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Með þesen móti gefUr refiduum hi& rétta gyHinital. 
2. dæmi. í 17 taloaröð, sem byrjar á 123, ereina liðqr eon- 
gruent með 1861 eptir modúlus 17; hver er l^9pa? Eg deili 
1861 með 17, fæ kvótann 109 og afgangipn 8;.þá er 

1861 = 8 (mod. 17), 
því næst deili eg .123 með 17, fás kvótann 7 og afganginii 4, 
6V0 að 

123 = 4 (mod. 17). 
Ðragí eg nú 4 frá 8, þá sé eg, að fyrsta liðar retiduum 4 vantar 
4 til 8, svo liðurinn i röðinni verður si Qórði frá hibum fyrsta 
eða a + ^) svo röðin verður svona: 

a, a + 1, a + 2, a + 3, a + 4, a + 5, a + 6, a + 7, a + 8, 
123,124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,- 12, 

a + 9, a+10, a + ll, a+12, a+13, a+14, a+15,a+16 
132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139 
13, 14, 16, 16 1 2 3 

Hér sést þá, að 

1861 = 127 s 8 (mod. 17). 
Seinasli liðurinn i röðinni verður a + n — . 1 = d -^(n — 
1) = a + 16 = a + (17 — 1) = 1Í23 + 16 = 139. 

J>egar einhver tala er = 0, þá gengur modulus npp í henni, 
8V0 sem hér í þessari röð 136, svo að 

136 = {mod. 17), 
og 17 í 136 er 8 sinnura,. og afgangurínn = 0. þessi afgang- 
iir kemur heldur ekki nema einU sihni, og svo gjöra þeir allir; 
og allir eru þeir minni en modulus 'e,^^^ divisor. 

106. Tölur, sem ekkí hafa sömu minstu leifar, þegarþeim 
er deilt með sama divisor, kállast incongríiént (ósamsvarandi), 
og kallast einnig nonresidua. 

107. þegar tvær tölur a og 6 eru sámsVarahdi eptir ein- 
hyerjum m^odulus.fþj þá genguv modulus upp í þeirra mismun; 
það er: 

efa = b (mod. n)f þá er a — 6 = (mod. n) 

.eliegar a — b = In, 
og er Jþar;í einhver heU toila. . f>ví þar a og 6 eru congruent, 
þá gefa þær sömu leifarj þegar þeim er deilt með modulu» 
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(104). Nú getur defiíng þeirra með modútus n táttiasi þanníg 

Tjplír (103, 5) / :. Ti : .: 

a :r=^ hn '+ q * ..-•.;': 

& £=a jcri + r 

, a — b = {h — h) n + (q — r) . 

q — r = 0, þar leifariiar eru jafnar 

o — b = {h — h) n. . . . 

'■ I»ar }i og % eru beii&r t$lur, þá er ^ -7 k eianig heil tala, 
eem má heita í, þess vegaa . . ; . . 

a — b = In : .••'; ;,'.■■■;•'•,:' .. 

og þella þjðir sama sem 

a — ^ 6 s {mpd, n) 
Merk: ]>etta má samanbera yið fyrsta talnadæmið í (104). 

108. Tölur, sem eru , samsví^randi eptir vissum podwíus, eru 
einm'g samsvarandi eptír mælum báns, því ef 

a — b = In 

n = piv ; þegar pL 6g v eru' heilar tolur, þá er 
a — 6 == ÍJ1.V 
I>að er: v gengur upþ í a — b eða / ' 
a ^\b (mod. v). 

109. Ýmsar tölur a og c, . sem erú sámsvarandi efnn! og 
éömu töiunni b eptir sáma modfuZuS; eru éi'nnig samsvarandi bvor 
annari eptir sama modulus. 

a,^ b (mod,, n) .' ' 

c =' 6 (moíí. n), þá a = c (möá. n). 
' j>ví a — ^. =T= Jin \ 

c — h = I^n j épW (107). - • 

''■ • •• -','4 - ) [': 

a — c = (?i — 12) n 
. . það er a ^ c (mod. n). 

110; Leggja má saman samðvaranur sáma moc^úi^daf*, ðragá 
eina frá annari, margfalda congruentiu báðum megin með oiiini bg. 
sömu töiunni, og margfaMa ýmislegar ' donýrúmfW satnan, ^ er 
hafa sama modulus; beíja má og cohgruónfiu uppíeitt ogsama 
veldí Káðummegin, ef Vísir veldfeins er pósitif ogbeÁlí' |»annig 
mái álykía: - -^ * i • : . • • ' ! . í 
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þá !á + j^ + (7=á + ft + cimód: n)/og A — B = a — b (mod, n). 
Einnig TiA = fca (motí. n), þegar k er positif eða negatif heil 

tála, A3?C sE ábc (niod: n)y' bg A^ ^ a^ (moiil n), þefeaif & er 

posíiifi Sannanir á þéssnrii sefníngum geta verið Ifkar þeim i 

(108) og (109).'^ . . ' 

A ^ a {mod. n) \ > t A ^ q^n + a 

B = b {mód, ri) | samgildir < B =^ q^n + b 

• ' C = c {mod. n^ ] [ C = q^n + ö 

A + h + C^a-j-b + cimod. n) samg. A + B + C= {q^+ q^ + 

Í3)n + a + ö + c, 
Kvótarnir qx, q^í j?3,. wn^ ifromkoma, þegar -á, J9, C, er deiU 
með n> dtaada aldfQi.í:con^t*t^«n<min, heldur einungis iQifamaf 
a, 6, c. 

£ins sannast frádragningin. Margföldunin sannast þanníg: 
A = a (mod. n), samgildir A = qn + a 

ftA s te (mod* n> saíngildir fcA =2= %n + fta 
Hér er kvótlnn ftg; sem ekki steddur í congruentiunni, en &a 
er leifin; og þó þáð kannske sé ekkí minsta leif, þá má þó ætíð 
finna hana með því að dividera ha meÖ n. 

' Að margf^lda megi tvær. cohe/rucn^mr ^aman^ sannast þánhig; 
A = a {mod^.n), samgildir A = q^n +,a 
B =p{mod..fij . — — B —'Í2n + b . 

A£ = a& (tnoá. ») samgildir 4-5 ±=í: qt^^n^+q^na + g^n^ + oý- 

AB ^ (qiq^n + q^a +qib)n+ab' 
: Bér er ^i^jn + ífia + 5i& ivólinn,' sem kémur*, þegar AS ér 
deilt méð n/ en a& er lefftnj þö hún é$kánnské ékki hiúmfnðta^ 
Áthugi. Um veldi og vísi er 1 áforml áð tala síðar. 

.111« Fi*aiiital^ {núúterttí prim!u$) hditir) sú tala, ðem hefir 
engan aanaÐ œ^li eú 1 og sjálfá sig. Mar áðÉrar. t51ar beita 
8ám)3eittar (jnwneH ^amþositi vfldivbibile(j. 
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Dœmi upp i frnmtfiUirnar eru : 
1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 
127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 
191, 193, 197, 199. 

112. Aft iÍDÐa, bvort geOn tala er frumiala eBor samsett. 

f»ar til hafa meon enga aðra almenna reglu en að reyna eða at- 

huga, hvort nokkur lægri frumtala gengur upp f benni. þessi 

athugan verður að byrja>með þvf, að deila með blnum lægstu 

frumtölum að frátekinni 1, og halda áfraiii, unz kemur að frum- 

tölu, 8em margfölduð með sjálfrt sér gefur product, sem er stærra 

en hin gefna tala. Setjum nefnilega, að hin gefna tala, sem 

rannsakast átti, vœri p, og cngin frumtala lægri en a gengi upp 

f p, en a* > p, þá er p frumlala. l>elta sést af þvf, að því 

meir sem menn stækka divisoranaf þá minka kvótarnir, og þegar 

deilt er méða, og aa>p, þá er kvötion orðinn miDDiena,þvf 

p < aa 
— — — • a 

a 

]^að er þá búið að reyna, að engin frumtala <! a gengnr upp 
f p. En þar af lelðir þá eínníg, að engin samsett tala eða nokk- 
ur heil tala <C ol gengnr upp f p. f>vf engín samsett tala fyrir 
innan a getur haft aðra frumfac^ora en frumtölurnar, &em búið 
er að reyna, og samsettu tölurnar samanstanda' af támum frum- 
tölum. í>egar þvf engin frumtala fyrir innan a gejagur upp f p, 
þá er átséð um það, að engin samsett tala eða ngkkur heil tala 
fyrir innan a gangi upp f p. En sé^um nú, að stærri divisor 
en a gangi upp f p; en þá yrði bka minni kvótién a að ganga 
upp i p. þyf ekki géngnr dtvisor upp f tölunnf, nema kvóti 
hana gjöri hi|^ sama. Kvótarnir, semnú koma, þegar reynaskal 
divisoranai sem ern stærrí en o, verða þvf að bafa tvð eðli: 
þeir verða að Yera heilar tölur, og þeir verða að vera minni en 
a. En vér erum búnir að sanna, að engin beil tala roinni en a 
og > 1 géngur upp f p. |>ess vegna er p frumtala. 

Að divi»orj sem er heil taia, gangí ekki upþf heilU tðiu, nema 
kvóti hans gjdri faiö sama,.kémur áf þvf, að dívitar og kvótiera 
factorar dividendi (58, 2) eða (57, 2). Ftfmfaétorar kallaat þeir 



Digitized by 



Google 



145 

factorar, sem eru frumtölur (á latínu faetores primiy á dönsku 
Primfactorer = erikelte Factorer), Samsettir factorar eru sam- 
settar tölur {faetores compositi). 

Yér viijum reyna, hvort 199 er frumtala eða samsett tala. 
199 : 2 = 99V2 
199 : 3 = 66V8 4 = 2.2 
199 : 5 = 39*/6 6 = 2.3 

199: 7 = 288/7 8 = 2.2.2 9=3.3 10=2.5 
199 : 11 = 18Vii 12 = 2.2.3 

199 : 13 = 15Vi3 14 = 2. 7 15 = 3.5 16 =2. 2. 2. 2 
199: 17 = lPVi7 18 = 2.3.3 
199 : 19 = 10Vi9 20 = 2.2.5 

Nú er 17 . 17 = 289 > 199, 13 . 13 = 169 < 199, a 
= 17, 2> == 199 er þá frumtala. 

113. Að leysa tölu sundur í hennar einf5Idu factora. 
Setjum, að talan væri N. Reyn að dividera henni með hinum 
fyrstu frumtölum 2, 3, 5, 7 o. s. frv., þangað til fyrsta sinn upp* 
gengur. þessi frumtala hin fyrsta, er gengur upp í N, heiti p^ ; 

deil N með henni aptur, og ef uppgengur annað sinn^ verður sá 

N N 

kvóti -r^, í þriðja sinn —3 0. s. frv. þegar ekki lengur opp- 

gengurmeð deilinum p^, þá tak næstu frumtolu; gangi hún ekki 
upp, þá hina næstu henni 0. s. frv., unz uppgengur. f>essi frum- 
tala önnur, sem uppgengur, heiti p^ ; uppgangi bún annað sinn, 

verður kvótinn — = — = 0. s. frv. 
Pi^P2^ 

Dœmi. Sð gefið N = 2054943. 



10 
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Pl = 
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3)2054943 = ^ 



3) 


684981 == 


N 


= 


N 
3 


3) 


228327 = 


N 
Pt' 


= 


N 


11) 


76109 =í 


N 


= 


N 
3» 


n) 


6919 = 


• N 
Pi'Pa 


= 


N 
3M1 


17) 


629 = 


N 

PiW 


= 


N 
3M1» 


37) 


37 = 


■ N 




A" 


P\*P2'Pn 




3M1M7 



^ N ^ ^ 

Pi'PjW4 3M1M7.37 
þá er J\r = j?i'i>3^j)sP4 = 3M1^ 17.37. 

þetta má lesa bvo: 

Talan 2054943 = fyrstu frumtölunni 3 í þriðja veldi, marg- 
faldaðri með annari frumtölunni 11 ( öðru veldi sinnum þriðju 
írumtðlunni 17 sinnum fjórðu frumtðlunAi 37. 

Athugi. þegar hin gefna tala er &tóf, þá er erfitt að leysa 
hana sundur í hennar frum/acfora^ einkum þegar þeir eru stórir 
og margar minni frumtðlur verður forgefins að reyna. ^ess 
vegna bafa meon útreíknað töflur, sem ionihalda hinar fyrstu 
tölur, leystar sundur í þeirra einföldu gjðrendur, svo sem : 

Georg Freyherrn von Vega. Logarithmisch'trigonometrische 
Tafeln, 1. und 2. Band. Leipzig 1814. Nær frá 1 til 102000 og 
yfir frumtöluroar íré 102000 til 400000. 

L H. Lamhert. Supplementa tcU^ularum logarithmicarum ý 
trigonometricarum, cur. FelheL Olisipone 1798. Inniheldur faC" 
torana lil 1020000. 

Cribrum arithmeticum confecit L. Chernac. Daventriœ 1811. 
Nær með factorana til 1020000. 

Table des Diviseurs p. Burckhardt. Paris 1814. Hún nær 
til 3036000. 

114. Frumtðlur sfn á milli eða ósammældar (numert pWm» 
inter se, á dönsku': indbyrdes primiske) kallast þær, sem hafa 
engan sammæli utan 1. þar á móti heita þær tölur samsettar 
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sÍQ á miUi eða sanQmœldar (nútnéri eampositi inter se, á dönsku : 
indbyrdes sammen$atte t>g fodles delelige Tal), er hafa sammœli 
annan en 1. 

Ðæmí: 9 og 14 eru fromtOlur sta á milli, þó hvorug þeirra 
sé frumtala. 18 og 24 era samsettar sín á mtUi. 

115. I>egar tala n gengur upp í frdmkvæmi tveggja annara 
o og b, þá gengur hún elnnig upp í frarakvæmi þeirra deilingar- 
leifa, sem koma, þegar þeim er deiU með n. Setjuni, að þær sé 
5 og r. f>ví : 

a = q {mod, n) 
b = r (mod, n), 
þá er ab = qr (fnod. n) eplir (110). 
En nú er gefiÖ, aö n gangi upp í ab, þaö er: 

ab = (mod. n) eplir (105). 
j>ár af leiðir þá : 

qr = (mod. n). 
J>ess vegna gengur n einnig upp f qr eptir (105). 
I>etta má eínnig sanna þanníg : 
a = hn -^ q 
b =^ Tcn -\- r. 
Margfaida samaii þáð, sem er vinstra megin, sér, og það, sem 
er hægra megin, sér, kemiir 

ab = hhn^ + hqn + hrn + qr 
það er 

ab = (hhn + hq + hr) n ^ qr 
ÐeU nú með n 

— = hhn + hq +hr + — 

n n • . 

þessvegna, ef— er heU tala, þá verðar -^ að vera hcil tala. 

Ilér af leiðir þá, að ef talan n gengur ekki upp í producti deil- 
ingarleifanna qr, þá gengur hún heldur ekkí upp ( ab. 

116. flinn minsti samdeilandi tveggja talná a og b erþeirra 
product deilt með þeirra stærsta sammæli. 

Setjum a = mq, b — nq, þá er þeirra sammaKlir q, og pra- 
duct = mnq\ ^etta product er eina þeirra samdeilandi. Stærri 
geta fengizt óteljandi með því 'ab' margfalda'þenna með öllum 
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tölum. Að þetta se samdeilandi, sðst af því, aö bæöí fTk^ og n^ 

gengur upp i mnq^. En samdeilandí þessara talna gœti verið 

minni, því báðar tölurnar ganga upp i mnq. Hér af sést, að 

samdeilandinn verður að bafa i sér alla talnanna factora, og má 

engan þeirra missa. Nú er produetið 

ab = mnq^ = mnq . q 

Ðeil nú með q, fæst 

ab mnq^ 

— = — i- = mnq 

f>að er: hinnminsti samdeilandi tveggjatalna a og6 er þeirra 
product ab = mnq^ deilt með þeirra stærsta sammæli q. En til 
þess að q sé faínnstærsti sammælir, er hér gjðrt ráð fyrir, að a 
og b sé leystar upp i alla sína factora eptir (113) og að q síð- 
an fái alla þá factora, sem sameíginlegir eru i a og 6. 

Sé nú a og 6 frumtölur sín á míilí, þá er.g— 1 eptir (114), 
og — = — = aö. þess vegna verður hinn minsti samdeil- 
andi talna, sem eru frumtölur sín á milli = þeírra producti ab. 

Sé tölumar fieiri, svo sem 

«1 «3 <h «4 «5 «11 

= m^qi m^qi m^q^ m^q^ »»ðÍ4"" "»»11^11-1 
þá er fyrst fundinn minsti samdeilandi fyrir a^ og a^ að vera 

íi . 
siðan minsti samdeilandi fyrir 
a^a^ 

VI • 

HaQ þessar tölur einhverjar engan sammæli, þá margfaldast 
þær saman eins og frumtölur sin á milli; þvi þá er sammælir 
þeirra g^ = 1. En faaíl þær sammæli annan en 1, og hann er 
er 9^, þá margfaldast tölurnar saman og deilast með bonum; 
verður samdeilandlnn 



= OiOaaa _ 


Olflíj 03 


íiffj 


9i «a 


og yfir höfuö : 
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það er: Hinn min&ti samdeilandi er produet allra talnanna 
deilt meö hinum stærstu sammœlum þeirra. Gangi ein talan upp 
i annari, þá eru allir mælar hinnar mínni fólgnir í hínni stærri, 
og má sleppa hinni minni alveg úr reikningnum. 

Á þessu grundvallast reglumar í (90) og i dæminu þar má 
sleppa tólunum 

2, 3, 4, 5, 6, 8 
eru þá eptir tðlurnar 

10 15 16 18 

Sammœlir tveggja fyrstu er 6 = gi 

Samdeilandi 15^-i^ = lo . 3 = 30. 



Stærsti sammælir 30 ognæstutölu 16 er 2 =» ^2, þá 

10 . 15 16 ... aiía a^ 

— - — . -^ nefnilega — ^^ . — 

5 2 ^91^2 

Samdeilandi 30 . 8 = 240. 
Stærsti sammœlir 240 og næstu toiu 18 er 6^ þá 
10 . 15 16 18 ^ 0^02 a, a^ 



5 . • 2 • 6 91 * ía ' Í3 

Samdeilandí 30 . 8 . 3 = 720. 

Samdeilandi hinna fyrstu þriggja óútstrykuðu talna 10, 15, 16, 
er í dæminu svona fundínn: 
. 5)10 15 16 
8 3 16 
og síðan eru 2 útstrykaðir, þar þeir ganga upp f 16, og þá er 
5,3. 16 = 240; en í formulunum er þetta product skoðað 
sem 5.2.3.8 = 240. 

Sð nú 4%« talan 18 tekin með, þá er að fínna stærsta sam- 
roæli handa 

5 . 2 . 3 . 8 og 18, 
það er 5 . 6 . 8 og 18. 
j>á þarf að deila productinu 

af 5 . 6 . 8 og 18 með 6, sem er þeirra stærsti sammælír, 
þá er 5.6.8.18 = 5 . 8 . 18 = 40 . 18 = 720. 
6 

í (90) var búið að deila 16 með 2, og nú er deilt 18 með 
2, koma kvótarnir 8 og 9. Loksins er alt margfaldað saman 
5.2.8.9; þar af er 5 og 2 divisoramir, en 8 og 9 kvótarnir. 
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Yér getum skoðaS þetta öðruifisi með því, að ieýsa allar tðl- 
urnar sundur í þeírra eÍDföldu faciara, og i bókdtðfam tákaa 
þœr þannig : 

a^biCidi aib^c^ds a^b-sC^d^ a^b^c^d^ 

Hafí þær nú sameiginle^a gjörendur, má tákaa þá stafi með 
sama index, ef þeir Koma ekki nema einu sinni fyrtr í sama líð^ 
en álíta þá sem ýmislega gjörendur, ef þeir kömá optar í sama 
lið, t. d. ef ai kæmi fram í Ita 3j'i og 4?>u töluBfDi, og b^ kæm 
f Itu og 2ri , þar að auki skyldi a^ komá f anharf og 4%°, þá 
mætti skrifa þær svona : ; ' 

aibiCidi a^biC^d^ aib^c^d^ Qib^a'id^ 
Siðan mætti margfalda þær saman og deila með producti sam- 
mælanna þannig: 

a,b,c,d,a,b,c,d,a,b,c,d,a,a,b,d, ^ _ ^^^^^^^^^^^^^^1,^,^^^^^^^ 
a^bia^ai 

Komi sammælir cinungis fyrir í tveimur tölum, þá er-það nóg 
til að hann sé sammælip, en komi hann í þremur, vérður að 
skrifa hann að nýju, og avo einu sinni fyrir hverja tölu úr því, 
sem hann kemur fyrir í. 

Skoðum nú þetta eptir (90) 

aj aibiCidi a^b^c^d^ aibs^c^d^ aib^a^d^ 



bi) b^c^di a^bic^d^ b^c^d^ b^a^d^ 

a^) Cidi a^c^d^ ^^c^d^ b^a^d^ 

Cxdi c^d^ b^c^^d^ b^d^ 

Hér má sjá, að reglunni í (90) her saman við regluna í (116). 

Merk: Fullkomnari og hægri máti kemur síð^r (122, 3). 

117. f>egar frumtala p gengur hvorki upp í a né 6, þá 
gengur hún heldur ekki upp í framkvæmi þeirra ab, 

í>að er sannað (115), að þegar tala (þar n) hcr p gengur upp 
í fíamkvæmi tveggja annara a og b, þá gangi hún einnig upp f 
framkvæmi þeirra deilingarleifa q og V. far af leiðir þá einnig, 
að ef p gengur ekki upp í deiHngarleifanna 'producti ijr, þá gengnr 
p heldur ekki upp í ab. 

Til að sanna, að p gangi ekki upp i ab, er þ&.nlóg að sanna, 
að p gangi ekkí upp iqr. Ef þarþá vœri ýmsarslíkar tðlur r r 
r\ allar minni en p, sem margfaldaðar með : q tvsferl deílilegar 
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með p, þá yrði samt eín af þeim að vera mínst, t, a. m. r\ sto 
aö allar tölur minni en r margfaldaðar með q væri ekki deiii- 
legar með p. fað er enn fremur skiljanlegt, að ef deilt vœri 
p með r\ þá kæmi leif, þar p* er frumtala ag / getur ekki verið 
= 1 (því þá væri qr = g, sem ekki er deililcgt með p, þar það 
er deilingarleif rainni en p). Nefmim vér þessa leif l og kvót- 
ann, sem kemur, þegar p er deilt með r\ Jb^ þá er : 

p := hr ■+- l 
þá eþtir (26,11.) p — hr = l, og þegar margfaldað er með q, 
kemur pq — fcgr' = Iq 

Nú er hér pq deililegt með p, somuleíðis qr eptir því sem 
menn gjörðu ráð fyrir, og þess vegna einnig multiplum þar af 
ícgr' , þar af leiddi þá einnig, að mismunurinn pq — hqr værí 
deililegur raeð p eplir (103, 1). En þessi mismunur er = Iq 
eins og hér segir. £n þá yrði Hka p að ganga upp i Iq. En 
nú er Iq <; rq (því l < r, þar það er leif eplir p = fer + l). 
Eptir þessu yrði þá l minni tala en hin minsta, sem margföldnð 
með q væri deilileg raeð p. En þetta er mótsögn, því p ætti 
þá að ganga upp í minni töhi Iq heldur en hinni rainstu rq, 
sem það getur gengið upp í. fess vegna getur ekki framkvæmi 
tveggja talna, sem báðar eru minni en frumtala, verið deililegar 
með hentii, og þess vegna ekki framkvæmi neinna talna verið 
deililegt með frumtðlu, þegar hún gengur upp í hvorugri þeirra. 

Dæmi. Frumlalan 5 gengur ekki upp í 6 né 9; þó þær sé 
báðar samsettar, þá gengur 5 ekki upp í producti þeirra 54. 

118. f>egar fleiri tölur eru en tvær, sem frumtala gengur 
elki upp í, og hvað margar sem eru, þá gengur hún ei heldur 
uppí þeirra producti, felta leiðír af (117). i>ví þegar hún ekki 
gengur upp í productinu af tveimur af þeim, þá gengur hiin og 
ekki upp í því og þriðju tölunni með, og þáekkiupp í ^víproducti 
og fjórðu tölunni, sem það væri margfald^ð með o. s. frv. 

í>að leiðir einnig af (117), að ef frumtalagenguruppí producti 
talna, fleiri eða færri, þá verður hún að minsta kosti að ganga 
upp í einhverri af þeim. 

Stundum gengur tala upp í producti, þó hún ekki gangi upp 
i neinum factoranna. fannig gengur 20 hvorki upp í 12 né 
15, þó 20 gangi upp í framkvæmi þeirra 180. Hvernigá þessu 
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fttendur, veröur sliiljaDlegt, ef leystar eni tölurnar upp i . þeirr^ 
gjörendur, svo sem : 

2 . 2 . 3 og 8 . 5 
2.2.5 
EÍT ganga fyrri 2 í divisor upp í fyrri 2 í dividendus; síðarí 
2 í divisor upp ( sfðari 2 í dividendm, og 5 í divisor upp í 5 
í dividendus, þá verða umfram 3. 3 í dividendus. Bér verður 
kvótinn 9 = 3. 3, því kvótinn fær þá factora, sem dividendus 
hefir ft-am yflr divisor (63, 3), því deilir og kvóti eru gjörendur 
deilanda (58, 2). þó þessir 3 . 3 ekki Iiefði verið í deílanda, 
þá hefði deilir samt gengíð upp f deilanda, því kvótinn hefði þá 
orðið 

2 . 2 . 5 ^ 20 ^ ^ 



2.2.5 20 



119. Samsett tala getur einungis á einn veg orðíð upp- 
leyst i frumgjörendur; það er að skilja i sömu frumtölurí sömu 
veldum. 

I>ví setjum, að talan N yrði á tvo vegu uppleyst í frumgjör- 
endur eða einfalda factora, eins og i (113), nefnilega að fundið 
yrði N = abcd — , og líka == ABCD • • • • ; þá væri 
abcd .... = ABCD ••*• 

Hér er abcd'^'^ multiplum af a; þá verður einnig a að ganga 
upp í ABCD — ; þess vegna verður a að ganga annaðhvort 
upp í A ellegar B, ellegar C ellegar D ó. s. frv., því ef o gengi 
ekki upp i neinni þeirra, þágengiaekki upp í productinu ABCD 
•••• eptir (117). Gangi því a upp í A, og háðar eru frumtölur, 
þá verða þær að vera jafnstórar, því frumtala er einungis deilileg 
með sjálfri sér (og 1). (111). Sama værl að segja um aogallar 
hinar tölurnar B, C, D ••••, að hún verðurað verajöfneinhverri 
þeirra,'þar þærallar eru frumtölur. Setjum því a = A og deii- 
um abcd — raeð a og ABCD — með A; verða kvótarnir 

jafnir eptir (76, 1), nefnilega bcd ••-. = BCD Með sama 

hætti sannast B = b^ C= c, D = d, o. s. frv. Sé nú fleiri 
frumgjörendur jafnstórir, þá má tengja þá saman i veldi, og 
veldin verða þá jafnhá í báðum þessum ímynduðu myndum töl- 
unnar N, Verður þá 
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almenn mynd sérhverrar tölu uppleystrar f frumgjörendur (prtwi- 
factora). Dæmi upp á þessa skript er i (113). 
í>egar hugleidd er uppleysíngaraðferðin (113) þá er auðséð, að 
uppleysingin verður að vera ein og bin sama, því frumtölumar 
fást aldrei aðrar en hinar sömu í sömu tölunní. 

120. f>egar tala N er product fleiri talna, a, b, c, d '•-* 
(hér meinast ekkí, að a, b, c, d o. s. frv., skuH vera frumtölur 
einsogí (119), heldurallskonartöhir, bæðifrumtölurogsamsettar), 
þá geta þessar tðlur a, b, c, d o. s. frv. ekki haft aðra frum- 
gjörendur en þá, sem eru í N, og sérhver frumgjðrandi verður 
að vera fólginn í a, b, c, d, •"- til samans, svo opt sem hann 
er fólginn í N. í dæminu (113) var 

N= 2054943 = 3» . IP . 17 . 37. 
f>etta gelur verið ýmislega niðurraðað í abcd, svo sem 
3^ X 3 . 11 X 11 . 17 X 37. 
að tökirnar a, b, c, d sé 

a = 3^ = 9 
b = 3.11 = 33 
c = 11.17 = 187 
d = 37 = 37. 

f>á hafa tölurnar 9, 33, 187 og 37 sömu frumfac/ora sem N, 
nefnilega 3, 11, 17, og 37, og i sðmu veldum ti) samans sem 
í N, f>ví þó a hafi hér 3 einungis í ððru veldi, nefnilega 3^ þá 
hefir b trwmfactorinn 3 i fýrsta veldi; en þegar a og 6 marg- 
faldast saraan, þá hefír ab i sér 3' eins og N Sömuleiðis, þó 
b hafi hér 11 einungis i fyrstaveldi, þá hefir c einnig 11 ifyrsta 
veldi, og bc til samans ll^, eins og N 

121. Til þess að tala geti verið divisar, factor eða mælir 
i N, útheimtist Ivent: 

1, má hún ekki hafa aðra frumgjörendur en pip, pa--- sem 
eru i N, og 

2, mega þeir ekkl vera hafðir upp til hærri velda, en þeir eru 
í N; þar á mót mega þeir vera hafðir til allra lœgri velda en i N. 

Menn geta einnig hugsað sér factor hafðan i Otaveldi, en þá 
verður sá faclor að 1 ; því allar tölur í Ota veldi eru = 1 , hvað 
stórar sem þær eru; nefnilega n^= 1 (samt er það nokkuð á 
annan veg, ef n = ciða oo, samber (73, 5, og 9). Að n°= 1 
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sð satt, kemur til af því, aS allar tölar deUclar með sjálfam sðr, 
verða = 1 ; þannig er — = 1. 

m er n'^=r?'~^ því X — X = 

n^ — ^ = \ eplir (63, 4) 
nr 
„X 
_ = 1, því tala deild meö sjálfri sér 

n^ er = 1. 

I>ess vegna 

n« = 1. . 

Af þessu verða factorarnir i nuUUt veldi sama sem 1. 

Til þess nú að Itunngjöra form allra deilanna í N, má bafa 
þessa slcript: . 

P?'. pT-pf' -■pT' 

þannnig að 

wi sé ein af tölunum 0, 1, 2, 3,«*'*ai 

rwj ein af tölunum 0, 1, 2, 3j---'a2 

f7?3 ein af lölunum 0, 1, 2, 3,--*-a3 

m^ ein af tölunum 0, 1 , 2, 3, • • • • aj 

f>egar talan N heOr þetta form : 

Með þessu móli verð% í talnadæminu (120) factorarnir i Pi^ 

eða 3^ þessir: 

30 31 32 33 

og summa þeirra 

30 ^ 31 ^ 32 + 33 

það er 

1+3 + 32 + 33 

eða 

1+3 + 9 + 27 
Hér er auðséð, að tölurnar 1, 3, 9, 27 eru allar saman facíorar 
í 27, og er Qöldi þeirra: 

1 + ai = 1 + 3 = 4 
Sömulciðis eru factorarnir úr p^^ eð& tí^ þessir 
110 ll^ IP 
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og summa þeirra 

11° + U^ + 11^ 
það er * - 

1 + 11 + IP 
eða > ' 

1 + 11 + 121. 
Hér er auðséð, að töluroar 

í 11 121 
eru allar factorar í 121, og er fjöldi þeirra 

1 + a:i = 1 + 2 = 3. 

f>ar á móti eru factorarnir úr p^ eða 17^ ekki nema 
17« 17^ eða 
1 17 
óg summa þeirra 

1+17 
og er auðséð, að 1 og 17 eru allir factorarnir í 17, og tala 
þeirra eða fjöldi 

1 + «3 =- í + 1 == 2. 
Loksíns eru factorarnir úr p^^ eða 37* ekki nema 
37 37* eða 1 og 37 
og summa þeirra 1 + 37, og er auðséð, að factorarnir í 37 
ekki eru aðrir en 1 og 37 og tala þeirra ekki nema 1 + a^ = 
1 + 1=2. Yflr höfuð er ætíð úr einu frumtöluveldi: 

Tala factoranna = 1 + yeXdxsexponeniinn, því er ekki 
talið með í veldisea?ponenímMm. 
Höfuðreglan fcícíorasummúnnar í einli frumtöluveldi er 

^ +2^t + Pt +n' ••••.n''* 

Vilji menn nú finna factorana sjálfa ásamt /bcíorasummunni 
úr yroductum frumtalnavelda, þá má margfalda saman factora^ 
summurnar úr hinum einstöku frumtöluveldum, eins og poZ^nomta 
eptir (53, 2).* En hinir eiastöku líðir í partialproductunum leggj- 
ast þó ekki saman, því. ella slengdist sjálfir factorarnir saman. 

Factorarnir í N verða þá allir liðirnir í þess.u producti. 

(1 + Pi + Pi' •••• + Pi') (1 + 2>2 + V2^ •••• + P"^^)-- 

(1 + Pt + Pt'**' Pt 
í>etta jprodíwcí má nú kunn^jörast styttra eptir (64, iá) þánnig : 
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pai+l_ 1 p«a+»_ 1 P^+*- 1 

Pi— í Pi— 1 Pt — 1 



,n— 2 ~ _l_ /,n— l 



þvf f terie A 

'^~°''-= a*-» + aa;"-^ + o»a«-» • • • • a"-' x + a' 
X — a 

er « = p^ n = oct + I, a = 1, þess vegna 
„at+l_, 

pI-i =!>?*+ pr*-* + pf-' •••• l'.+l 

I>ó að þes8i series snúi öfugt víð það, sem ?eldín hækka bjá oss, 
er það þó auðséð, að aliir liðirnír eru hinir sömu, og summaa 
þvf hin sama, 

Facforatalan í productum frumtalnavelda er product factora- 
talnanna í hinum margföiduðu frumtalnaveidum, og jfaoforatalaa 
í N verður 

(1 + aj(l + aa) •••• (1 + at) 

Heimfærum vér þessar formulur upp á ofanskrifað dæmi og 
tökum product tveggja fyrstu frumtöluveldanna 

pfvf 

þá hðfum vér 
1+3+32 +33 
1 + 11 + 11« 



1+3+32 +38 

11 + 3.11 + 3M1 + 38. 11 

11«+ 3. 112+ 32.112 + 3M12 
fessir factorar eiga að vera að tölu (1 + 3){1 + 2) = 12, 
og þeir ganga allirupp í 3^ 11*, ogsumma þeirra a að vera = 
34_i ii8_i_80 1330 _ ,«^^ 
3-Zri • Tr^i-Y ' "TCT - ^^^^ 
og stendur það heima, því: 
Summan í fyrsta partialproductinu er 40 • 

í öðru 440 

í þriHja 4840 



5320. 
Til að fá factorana og summu þeirra í hinum þremur fyrstu 
frumtalnaveldum, á nú þetta product að margfaldast með 1 + 
17) þá fœst 
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1 + 3 + 3« + 3» -f 11 + 3 , 11 +3*. 11 + 3«. 11 + 
11« + 3 . 11« + 3«. 11« + 3». 11« + 17 + 3. 17 + 3* 
. 17 + 3M7 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3«. 11 . 17 + 
3». 11 . 17 + 11« . 17 + 3 . 11« . 17 + 3« . 11« . 17 + 
3» . 11«. 17 

Summa þessara factora á að vera = 5320 . ^^^/te = 5320. 
18 = 95760, og tala þelrra = 12 . 2 = 24. 

Til að finna faitorana og summu þeírra i allri tðluDDi N, á 
nú pel^product að margfaldast með 1 + 37, þá fæst. 
1 + 3 +3« + 3» + 11 + 3 . 11 + 3« . 11 + 3» . 11 
+ 11« + 3. 11« + 3«. 11« + 3». 11« + 17 + 3 . 17 + 
3« . 17 + 3». 17 + 11 . 17 + 3 . 11 . 17 + 3« . 11 . 17 
+ 33. 11 . 17 + 11«. 17 + 3 . 11« . 17 + 3«. 11« . 17 
37 + 3 . 37 + 3« . 37 + 3» . 37 + 
. 37 + 3«. 11 . 37 + 3». 11 . 37 + 
. 87 + 3«. 11«. 37 + 38. 11«. 37 + 
37 + 3« . 17 . 37 + 3». 17 . 37 + 11 
.17 . 37 + 3« . 11 . 17 . 37 + 3». 11 
. 37 + 3 . 11« . 17 . 37 + 3«. 11«. 17 
,37. 

Summa þessara faetora á að \era = 95760 x "*V8« = 
95760 . 38 = 3638880, og tala þeirra = 24 . 2 = 48. 

f>e88ír faotorar getá nú verið dæmi upp á j)""* |?°* p""* p^* 
eða hioa almeonu myud faetorahna, sem umtöluð er í þessum 
(121) tölulið. 

122. I^egar nokkrar tölur eru leystar upp í frumgjörcDdur, 
er bægt að sjá það, seih nú skal greiua: 

1, favort þær eru frumtölur sfn á milli, eða samsettar síd á milli. 

2, bver sé þeirra stærsti sammælir. {>eir frumgjöreDdnr, sem 
ern i þeim öllum, verða að se^ast í hið lægsta veldi, sem þeir 
hafa { þeim. Sé eÐginn írximfactor hinn sami i þeim öllum, þi 
hafa þær engan samœœli allar Dema 1, þó nokkrar þeirra kunni 
að bafa bann. 

3, hver «é þeirra mlnsti saindeilandi. Til að flnna hann, 
þarf þá ekki annað en taka alla þá faetora, sem finnast f tölun- 
um, og skrifa þá i rðð. Siðan setja hvem þeirra f bið bæsta 
veldi, semþeirhafa i tölunnm. Hér þarf ekki aðhugsaumneina 
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8. 11«. 17 
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11 . 


37 + 3 . 


11 . 


11«. 


37 + 3 . 


11«. 


17 . 
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. 17 


. 37 + 3 . 


11 . 


. 17 
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« 17 
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sammœla, eins og þurftí i (116). f dðmínu, sem þar var tekið, 

voru tölumar: 

10 16 15 18 

Uppleystar 2.5 3.5. 2*. 2 ; 3« 

Hér si eg þrjár frumtölur: 

2, 3, .5| 

þá set eg hverja þeirra í hið bæsta veidi, sem þær hafa í tölun- 

um, og fæ 

2^ 3^ 5, 
og er þar þá kominn hínn minsti samdeilandi == 16 . 9 w 5 
= 144 . 5 = 720. 

Hafa má svipaða aðferð til að finna stærsta sammæli og minsta 
sanideilanda handa tiíteknum tölum, sem cru iippleystar í frum' 
factoray þá: að rita alla frumgjörendur þeirra í röð, og setja 
síðan hvern þeirra Í hið lægsta veldi, sem þeir hafa í tolunum. 
En þar af leiðir, að þeir verða að setjast f Ota veldi, sem ekki 
fyrírkoma nema í sumum af tölunum. í þessum tölum voru 
frumfactorarnir 

2 3 5, 
2 koma ekki fyrir í 15, 3 ekki í 10, og 16, og 5 ekki í 16 né 
18. í>essir factorar eru þYÍ.f Ota veldi, eða = 1 f þeimtölum, 
sem þeir ekki fyrirkoma í, og Ota veldi er þeirra hið lægsta f 
tölunum. Stærsti sammælírinn verður því: 
2« . 30 . 5^ = 1 . 
123. Stærsti sammælir talna er ætíð deílilegur með sérhverj- 
'um sammæli sömu talna; og hinn minsti samdeilandi er mælir 
alira samdeilanda sömu talna. 

I>ví þegar nokkrirmælar p"™ip"?2>™* •••• ganga upþ f ýrasum 
tölum N, P, Q, þá verða mælarnir að hafa sömu frumtölur sem 
þær, ogenga aðra frumtölu en sem liggur f þeim (121). jþessir 
naælar geta því allir sezt í það hið almenna form |>™ijp™»p™3. . . • 
hvað frumtölumar p,, p,, ^3, •••• snertir. £n veldisvísarnirnii, 
^iy^z **" gcta verið ýmislegir. Nú þar stærsti sammælirinn 
er svo gerður, að frumtölur hans eru f hinu lægsta veldi, sem 
þær hafa i tolunum N, P, Q, þá verða hinir minni sammælarað 
bafa einhverjar frumtölurnar i lægri veldum, heldur en stærsti 
sammæiirínn. f>ar nú allar frumtölurnar eru hinar sömu, og 
ekkert getur verið ölfkt nema veldiflvisarnir^ þá má aubtrahera 
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exponent hyerrar frutntöla f hinuin minni samniælum frá exponent 
hinnar sömu frumtötu í hinum stærsta sammæli eptir (63, 4); 
kemur þá í kvótann sama frumtala með exponenfi, sem cr mis- 
mnnur hennar exponenta í deili og deilanda. Sama er að segja 
um allar frumtðlumar i mælunum. Setjum nefnilega, að hinn 
stærsti sammælir sé 

nii iDj in« 

p, p, j>, •••• 

en hínir aðrjr sammælar hafl formíð 

í'Wí'.^ .... 
þá verður að vera t'-i ^ "»!> l*» ^ ♦"»» 1% ^ ♦"s o. s.frv., og 
þá er 

Svo kvótinn er heil tala. 

Ðæmi í tölum: tölumar skyldu vera: 

43740000 . 486000 2700 
og uppleystar í frumfactora: 

25 . 3"^ . b* 2* .85 . 5» 2* - 3» . 5^ 
Frumgjörendurnir eru 
2, 3, 5 
settír í lægstu veldin 

2^ . 3' . 5^ 
f>etta product er þá þeirra stærsti sammælir. Aðrír sammælar 
geta verið: 

2.3.5 ellegar 2^ . 3 . 5 ellegar 2^ . 3\ 5^ = 
2^ . 3» == 108. 

og yfir höfuð gela exponentarnir í hinum minni sammælum verið 
við 2 annaðhvort 2, 1 ellegar 0, við 3 annaðhvort 3, 2, 1 eða 

0, og við 5 annaðhvort 2, 1, eða 0. En hvernig sem þetta er, 

þá er hinn stærsti sammælir 2^ . 3^ . o^ deilihsgur með ölium 

öðrum t. d. 

2* 3^ 5* 

2 \ \ = 2 . 3^. 5 ; hér er Wi = 2, pii == 

1, mi — 11.1 == 1, ma= 3, ii3= l; m^ — jxa = 2; ^3 = 

2, m = 1, m^ — ÍJI3 = 1; þess vegna kvólinn == 2* . 3^ . 
5^ =s 2 . 8* . 5, og cinís er með alla hina sammælana. 

Að hinn minsti samd^iidndi sé mælir allra annara samd^il- 
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anda sðmu talna, leiðir meö líkum hætti af þvf, að frumtöluraar 
eru hinar sömu i hiaum minsta ^amdeilanda sem í tölunum N, 
P> Q> og exponentarnir 1 honum eins stórir sem hinir stærstu í 
þeim, (121) samborið við (89), og þar eð töluraar N, P, Q, eiga 
einnig að mæla alla sina samdeilendur, þá yerða sömu frumtoU 
urnar i sínum hæstu veldum einníg að liggja l ðllum þeim. Og 
þar að auki geta i hinum stærri samdeilöndum talnanna N, P, Q, 
verið fólgnar aðrar frumtölur, sem ekki liggja í N, P, Q. 

124. I>egar ýmsar tölur margfaldast með sama factor, ellegar 
deilast með sameíginlegum divisor (mæli), þá verður bæði þeirra 
stærsti.sammælir og einnig þeirra minsti samdeilandi multipH" 
ceraðir með sama factor eða divideraðir með þeim sameiginlega 
divisor. 

Setjum tölurnar sé N, P, Q og marfaldist meö n, svo verði 
nN, nP, nQ; enn framar sð stærsti sammælir þeirra = «, og 
stærsti samdeilandi == £(; þá verður 



Hvað deilinguna snertir með sameiginlegum divisor, þ& má 
setja n= -, þanDig að r sé sá sameíginlegi divisor. pi er 



8 


þá er ^ == st og 


' nN = nst = ns.t 


P 

= U 

8 




P= 8U 


nP = nsu = m . u 


8 




Q = 8V 


nQ = nsv= n8 .V 


I»á er 

nN 

~ =m 




nföldu N, 


þess vegna 
^; Q> fylgir nfalt «. 


nP 

— = ftó 
u 






1 
1 


nQ 

-^ = m 

V 

Enn framar sé 








| = ,,t>4erf = 


N,og 


- = nN, 


og nS = n^ . 1> 


8 8 


P 


nS 

— = nP 


nS = nP.œ 


8 8 


Q 


nS ^ 
y = n(? 


riS = nQ.Ö 


Yflr höfuö: «földu N, P, 


fvlffir nfal 


t S. 
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L\ 1 lií N, P, Q fylgiri*. 



= ^ ^ af a; P, e íirlgir i-& 



r 



r 
u 

V 



r 

€B 

± 

Ö 



Ðæmi í tölum : 

N = no P ==» 120 

uppleyst 2*. 3«. 6 2». 3 . 5 

Stærsti sammœlir « = 2*. 3 , 5 = 60. 
MiÐsti samdeiiandi S-= 2^.Z^.h^^ 360. 
Margföldum nú allar þrjár tölurnar með 6 
2* . 3« . 5 . 6 2» . 3 . 5 . 6 

fáum véreinnig68 = 2^. 3 . 5 . 6 =: 60 
og 6S = 2*. 3«. 5«. 6 = 360 
Hinar 6földu6u tölur eru nú 

, 2«. 3»; 5 2*. 32. 5^ 

tástærsU sammælir = 2^ . 3^ . 5 
Minsti samdeilandi = 2* . 8^ . 5*. 

. Eins er, ef vér deilum með sameiginlegura divisor, t. d. með 
5, eða kippum factornum 5 úr jiremur tölunuro, þá verða þœr 

2*. 32 , 23. 3 2«. 3 

Stærsti sammœlir = 2*. 3 
Minsti samdeilandi = 2* . 3^^ 

I>ann]g hverfa þessip 5 einníg úr stœrsta sammæii og minsta 
samdeilanda. . 

11 



Q = 300 
2«. 3 . &* 



n, kemur 



2« 
6 
6 



3 



. 5«. 6 
360 
2160. 



28 . 3« . 52 
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Að töluroar t, u, v, þ, œ, ö, gjöra hér enga breytíngU| sést 
af því, aö þær eru binar sðmu, hvort ðem menn margfalda eða 
margfalda ekkí, deíla eða deila ekki. 

125. Hinn stærsti sammælir talna er hinn miqsti samdeil- 
andi allra sammæla þeirra. 

þvf sá stærsti sammælir talnauna he^r í sér alla sammæla þeirra 
og frumtölur þeirra allar í hinum lægstu veldum, sem þær bafa 
í tölunum (122). £n þegarvér berum hinnstærsta sammæli sam- 
an við sammælana sjálfa, þá befir hann allar frumtölur þeirra 
allra í hínum hæstu veldum (123). ^dJi er með öðrum orðum: 
hann er þeirra minsti ðamdeilandl (122). 
Til dæmis veljum vér sömu tölumstr sem i (124). 

2» . 3 . 5* 2« . 3 . 6« 

2« . 3 . 5 = 60. 

Að stær^tí sammælirinn heflr bér { 
sér allalr frumtölcir sammælanna í 
þeirra hæstuveldum, er hérljóst; og 
að hann þess vegná sé þeirra mínstí 
samdeílandi eptir (122) og (123). 



Eptír aðferðinni í (90) að flnna mfnsta 
samdeilanda stendur reikningurinn 
svo": 

2) 20 :il2 30 í0 6 8 w 6 1* 





2*. -3«. 


5 


Stærsti sammælir 


= 


Sammælarnir eru : 


2». 


3 . 


5 = 


60 


2«. 


30. 


5 = 


20 


2«. 


3». 


50 = 


4 


2«. 


3 . 


50 = 


12 


2 . 


3 . 


5 = 


30 


2 . 


30. 


■5 = 


10 


2 . 


3 . 


5» = 


6 


2 . 


3». 


5» = 


2 


2». 


3 . 


5 = 


15 


2". 


3». 


5 = 


5 


2». 


3». 


5» = 


1 



2) 10 6 15 

"ö • «15 2.2. 15=í:=60, minsti 

• samdeilandi* 

I>að er athugayert við þessa aðferð, að hún stundum gefdr ekki 

hinn minsta samdeilanda, heldur annan stærra,'þáð er að ékilja, 

ef menn ekki deila með flrumtöhinum eða liinum minsto lölum. 

I>annig er í þessu dæmi, ef menn deila með 4 í staðinn fyrir 

með 2 . 2, þá er það svo: 

4) 20 12 30 
^ \ hA * > 30 =5 120, stœm samdeilandi. 

Eins er, ef menn deila með 10 
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10) 20 12 30 

^-j2 — - 10 . 12 = 120, stœrri samdeilandi. 

I>ar á móti, ef deilt cr roeð 8 : 

3) 20 12 30 
— — — _ 3 . 20 = 60, minstl samdeilandi. 

það sýnist vera merkilegt, að mai^ar góðar reikningsbœkur 
ekkigskuli vara menn yið því, að deila með samsettam tðlum, 
þegar menn með þessari aðferð vilja finna minsta samdeilanda. 

Viljí menn hafa aðferðina (116), sem er miklu lengri, til að 
flnnaminsta samdeilanda, þá hafa 20 og 12 sammœli 2; má þvf 
skrifa í divisorinn factorinn 2. En svo heflr 30 einnig mælinn 
2, og má þvi skrifa í divisorinn 2 annað sinn, svo þar standi 
2.2. En svo hafa 20 og 12 sammælinn 2 annað sinn; má 
því skrifa { divisorinn mælínn 2 þriðja sinn, svo þar standi 2 . 
2 . 2. Svo hafa 12 og 30 sammælinn 3; verður þvf að skrifa 
hann í divisorinn einu sinni; er þá komið 2.2.2.3. 
Lolsins hafa 20 og 30 sámmælinn 5, og má skrifa hann einu sinní, 
svo í dfíi?í«ornwm verður þá 2 . 2 . 2 . 3 . 5 = 120. Aðþessu 
búnu margfaldast saman allar töiurnar 20, 12 og 30; kemur 
7200, og það deilist méð 120; fæst minsti sámdeilandi 60. 

126. Framkvæmí tveggja talna er jafnt framkvæmí hins 
stærsta sammælis og minsta samdeilanda þeirra. Setjum tðlumar 
sé P og Q, stærsti sammælír ^ 9, og mínstí samdeilandí = 
i&, þá er 

PQ = sS. 

Hér er gjört ráð fyrir, að tölurnar sð leystar upp í þeirra 
frumgjðrendur eptir (113). Til að sanna setningu þessa, þarf ei 
að skipta sér af nemá einni frumtölunni í báðum tölunum P og 
Q, þvíhiðsama er að segja um þœr allar. Nú heflr þeðsifrum- 
tala annaðhvort samá eða inisstöra expónenta l báðum tOlunum. 
Segjum fyrst hún hafi þá misstóra, þá tekur s hinn minna og 8 
hinn stærra, og summa þessara exponénta verður exponenta 
summan, þegar 8 og S skulu margfaldast saman, eins og þegar P 
og Q margfaldast saman. Frúmtalan (rótin) er bin eama i s og 
8 sem t P og Qy og exponenta%vimman sama, svo produetið er 
bið sama Pl^ sem «8 eptir margföldunarreglum við. monomia 
(53). Sé veldisvísarnir jafnir, þá tvöfaldast þeir bæði í PQ og 

ir 
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sS og productin verða ein og sama stœrðin við báðar margfald- 



anirnar. 
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7«. 


11» 






sS 


= 5«. 


7'. 


11» 




PQ 


= 5«. 


7'. 


11» 






Af þessari setninga 


leiðlr 


þá, 


að stdérsti sammœlir 


og 


minsli 



samdeilaitdi geta ákvar&azt i tveimur tðlum hvor af öðrum. 

127. Hínn stærsti sammælir og minstisámdeilandi breytast 
ekki fyrír það í öllum tölunum, þó hvor þeirra sé settur fyrir tvær 
af töiunum sjálfum, það er að skílja sá, s^m gildir i þeimtveim- 
iir tölum, sé settur íyrir þær Ivær tölur sjálfar, j>ví: 

Hinn stærsti sam.mæiir fleiri talna er product frumlalna þeirra 
allra i lægstu veldum* Frumtölurnar geta álitizt hínar sömu í 
qllum tölunum, þegar hinar vantandi cru skoðaðar í nullta veldi. 
Hin líBgstu veldi eru . hin sömu, hyort sem þau eru út af fyrir 
sig, eða sameinuð öðrum hærri. Hérverður því i tilliti til stærsta 
sammælis engin bre^ting. á boniim í öllum tplunum, þó ístaðínn 
fyrir hverjar tvær af tölunum sé settur þeirrá stærsti sammælír. 
íiíkt er það að sínu íeyti með hinn minsta samdeilanda. Hin 
hæstu veldin eru hin sömu, . hvort sem þau eru út af fyrir 
sig, eða sameinuð Oðrum lægri. I>ar verður því engin breyting 
á hinum minsta samdeilanda, þó tveggja talha minstí samdeil- 
andi sé settur fyrir þær tvær tölur sjálfar. 

Hér af leiðir, að það er leyfílegt að útreikna stærsta sammæli 
og min^ta samdeilanda fyrir tv^jer af tölunum fyrst, 'sétja svo það, 
sem lUk^mur fyrir þær sömu báðar, taka svo hina þríðju með 
útkomunní af hinum íyrstu^ svo hina fjórðu með útkomúnni ann- 
ari p. s. frv. - , . 

Atiiugi. ' J>etta .leyfi hefir einnig yerið notað (líö), |)ar sem 
reglan. fyrir minsta san^d^ilanda .er .útvíkHuð til fleiri talna. En 
þ(ir ekkert §íðan hefir verið i^rundvallaö á* þeirri reglú, állítum vér 
það ekki skaða vort mathematisha jærdómskerfi. 

128. Talá^ sem ^r ösamm^Id með.fleimm öðí*um^ er eiDaig 
isatiimæld ipeð þeim Iramkvœml; og þegar ýmsar tölut eruó-* 
sammœldarj þá erá þær þáð einÐig tiQ\eð ðlluiii heílum veldQm 
þeirra talna. ^víí 

I>egar tölumar eru ósammældar, þá hafa þær engan sammœlí 
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iitan 1, (114). I>á eru eiDnig frumtölur þeírra ;^fnislegar. Frnm- 
tala hinnar einu gengur þvf ekfci upp i frumtölum hinna annara 
og ekki npp í producéum þeirra (117), (118), og þess vegnaekkí 
upp { þeirra heiiu veldum. 

Athugi. . Hér hjáipar ekkiþaöráð, aðsetjahinar vantandi frum- 
tOlur í nullta veldi til að gefa þeim sameíginlegt form ; því þó 
frumtala í 0** veldi sð hafln upp í veldi, þá verður hún þó œfln- 
lega í Ota veldi, því exponentinn verður aldrei neraa 0, méð 
hvaða to)u s^m hánn er margfaldaður (73, 4). 

129« Tala, sem er deilileg meðfleiri öðrum tölum, er einnig 
deílileg með þeirra minsta samdeilanda. . 

l>vi þegar talan er deilileg með þeim Gðrum tölum, þá hefic 
hún f sér ailar frumtOIur þeirra, og þær binar s5mu annaðhvort 
i hærri veldu.m, ellegar að minsta kosti \ jafnháum veldum sem 
i þeim. Hinn minsti samdeilandi þessara talna hefír frumtölur 
allar hinár sömu sem þær, en einungis í hæstu veldum þeirra 
(122, 3), og þess vegna aldrei í hœrra veldi, en þær frumtölnr 
hafa í tðlunni, sem er deilileg meðþeim. Hér af leiðirsetnlngu 
þá, er sannast átti. 

130. Frumgjörendurnir í veldistölu nta stigs eða vcldis 
framkoma ( véldum, þannig að veldisvfsarnir eru deílílegir með n. 
Sé nefnilega: 

og a = vhT^^Jpb • • • : pf t 
pvf þegar a er haflð upp í n** veldi^ þieruvísamir margfald^ 
aöir með n> kemur. þá 

I>á verður ai== nPi, a, = nPa — ^t = "Pt 
Skýring. Að hefjaupp íveldi mun véranokkurnveginnskiljan- 
legtaf (53), þar sem er sönnuð reglanum exponentana, Að heija 
fitœrðuppíveldieraðsetjfli hana svo opt fafc^íwsem exponentinn 
ákveðnr. Vðjí eg heQa 5 upp f Sj^ veldi, s6t eg 

5^= & . 5 . 5 «= 125. 
Vaiji eg heQa m^ npp i 4?^» veldi, þá set eg 
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=« TO«+»+«+« = nfi 
I>v{ exponentar 8ama &taf8 eíga aA leggjast eaniaQ i inargföldmi* 
inni eptir (53). En þegar exponentinn er hinn jBami við alla 
factorana, eios og er í velda upphafnÍDgunai, þá soýet aamlagn- 
ing exponentanna i margfOldun með exponentinum ; þeas vegna 

(m«)* = m«* = m«. 
þess vegna, þegar a er baflð upp i nta veldí, þá eru vfsamir p 
loargfaldaðir með n; kemur n^ :^ ou 

Dæroi upp á höfuðsetnioguna f þessuei tðlulið getur veríð gðmul 
þula, er ví^r höfum, er þannig hljóðar: 

Maður gekkinná hallargólf, hafði í hendi stafi 13, enáhverj- 
um stafnum greinirnar 12, á hverri greininni kvistina 12, ahverj- 
um kvistiDum lanfln 12, á hveiju lauflnn æðarnar 12, á hverri 
sðinni teningana 12, og á hverjum teningnum teníngsaugun 12. 

Hér eru veldisstigin 7 = n, a = 12 — 2« . 3, o™ = 2«'^ 
. 31-7 == 2^* . 3^ pi = 2, Pj = 3j ai = 2, oc, = 1, svo a = 
pOipfa ^ 2«. 8 = 12, a' = p^PipjP^ . 2^'^. 3^* = 2^^ 3^ 
þctta má á marga vegu útreikna t. a. m. með því að beQa 12 í 7^» 
veldi, 12.12.12.12.12.12. 12 = 35831808 ^Ugar (12.12. 
12)« . 12, en 12.12.12= 1728; þá 12^ = 1728« . 12 = 2985984 
.12 = 35831808, ellegar (12.12)^12 = 144». 12 = 2985984 
.12 = 35831808, ellegar 12«. 12» . 12« = 144 . 1728 . 144 
r= 248832. 144 = 35831808. En þetta má eínníg reikna eptir 
frumgjöröndunum og veldum þeirra p^^^ og p"P», og það á ýmsa 
vegu þannig: 2'-« = (2.2.2.2.2.2.2)« = 128« = 
1^384, sem margfaldast á með p^^^ =» 3? *>=» S^ = 2187 = 
3.3.3.3.3.^. 3,nefnilega 16384.2187 = 35831808; 
hinn fyrri factorinn 2^ -««2« -7^4. 4. 4. 4. 4. 4. 4 
= 16 . 16 . 16 . 4 = 64 . 64 . 4 = 64« . 4 = 4096 . 4 
= 256 . 64 = (8 . 8 . 2)« 0, s. frv. Síðari factorinn 2187 
= (3»)« . 3 = (3^ . 3 = 9 . 9 . 9 ; 3 0. s. frv. Svo mi 
og blanda /acíorona t. a. m. 2 « 2 . 3 . 2 . 2 . 3 . 2t . !3 • 3 . 
2 . 2. 3. 2 . 2 . 3 . 2 . 2 . 3 . 2 . 2 . 3 = li . 12 . 12 . 
12 . 12 . 12.12, og margvíslega má éetja þetta sundur og saman. 
131. I>egar tala (^) er fullkomtð veldt,af fleiri sttgum, svo 
sem ni, 713, n^ •••• nefnilega 
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^^. =3 «"> ss o;» = aj* •••• 
þá er bún einnig fullkomið veldi þe«s stigs, sem er minstisam* 
áeilnnái exponentanna fií, na, n^, •••• 

f>ví jV= aí» sýnir, aö talan N getur yerið í formina af*,það 
er: hún getur sundrazt f n^ jafnstóra gjörendur, og er þá hver 
þeirra at. Meö sama hætti sýnir N = aj*, að N getursundr- 
azt í na jafnstóra gjörendur, og þeir sð þá hver fyrir sig aj, og 
sama er að segja um ðU önnur stig, sem N getur verið veidi 
af. i>egar nú N getur þannig sundrazt í n^ og undir eins í nj, 
^3 •••• jafnstóra gjörendur, þá verður hún að vera þannig ásíg- 
liomin, að hún geti sundrazt í minní jafnstóra gjörendur, svo 
marga, að þeir geti flokliað sig i n^^ n^^ n^ hópa, svo talan N 
ætíð útkomi. f>essara gjöranda Qöldi í N verður því að vera 
deililegur með ni, nj, nj^---, það er með öðrum orðum, aö 
gjðrandanna fjöldi verður að minsta kosti að vera minsti sam- 
deilandi talnanna n^, n^, n^ •••• eptir (139). 

Dæmi: 

1000000 = 1000 . 1000 = 100 . 100 . 100. 

I>ar þessi tala getur sundrazt í tvo jafna gjörendur og undir 
eins í þrjá jafna gjörendnr, þá hljóta þessir gjörendur að geta 
sundrazt í enn mínni gjðrendur, þannig að þessír síðast nefnda 
geti ftokkað sig í tvo jafna hópa og Kka f þrjá jafna hópa. Nú 
er 6 minsti samdeilandl tatnanna 2 og 3, en vðr vitum, að 6 
getur flokkazt í tvo jafna hópa, ef 3 eru í hvorum, og líka í 3 
jafna hópa, ef 2 eru í hverjum, þannig er þá 

1000000 = ÍÖ. lO.TQriO/í'oTlo = 100' = lOOO^ 

Elns ei^ 

729 = 9^ = 27^ eða 729 = 9 . 9 . 9 = 27 . 27. 
Hér er og 6 minsti samdeUandi talnanna 2 og 3, og 729 — 

ó • ó » ó • ó • v.u. 

Enn framar, .þegar m er hva&a tala »em víll, þá er fyrir annað, 
þriðja og sjðtta stig : 

mmmrnmm = (fnm)(nim)(fnm) =« m^'^ 
= (mmm){mmm) = m^'* 

Sðmuleiðis fyrir anaað, þriðja, fimta, sjðtta, tiunda, fimtánda 
og þrftugasta stíg: 
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(mm)(fiim)(fiim)(fiim)(mmX»nwiXmmX»nfn)(fiim)(fiwiXiwmj (mm) (mm) 
(mm)(mm) — (mmm)(mmm)(mmm)(mmm)(mmm)(mmm)(mmm) 
(mmm)(mmm)(mmm) = (mmmmm)(mmmmm)(mmimmm)(mmmmm) 
(mmmmmXmmmmm) = (mmmmmm)(mmmmmm)(mmmmmm) 
(mmmmmm)(mmmmmm)=(mmmmmmmmmm](mmmmmmmmmm) 
(mmmmmmmmmm) = (mmmmmmmmmmmmmmm) 

(mmmmmmmmmmmmmmm). 

132. Sð stœrSia Oi ekkí veldistala í 

i\r = a;» = 0?» = aj» •••• 

i (131), það er að skilja, ef annaðhvort frumgjörandaDna vfsar { 
Ox eru ósammældir, ellegar a^ er ópotenseruð, eða í svo kölluðu. 
fyrsta veldi, en skal upphefjast í fitaveldi til að verða = Nj og 
JVá að vera fullkomið veldí af j^msum stigum (131), svo semf^i, 
^2j ^••••> Þ^ verður ni deililegt með fi^, n^ — , og a, og 03 
verða þá veldistölur, sem upphafðar til ýmsra velda verða = j^. 
l>ví þar fk'umgjörendurair { a^ hafa ósammælda visa, og a^ 
þarf að potenserast með n^ tíl að verða = N, þá verður a^ í 
fyrstunni að vera ópotensenið tala(130) og þess vegna hin minsta 
talan, sem verður potenseruð l N, þá verður hiín að vera eining 
samdeilanda veldisstiganna, og sama sem m í (131). Húnhlýtur 
þvi að potenserast með stœrstum exponent, eða með tölu, &em 
Qr minsti samdeilandi talnanna n^, fij, n^ •••*, og. ni verður þá 
binn minsti samdeilandi þeirra sjálfur, en hinir exponentamir 
nj, n^ — verða því að ganga upp i honum eða vera mælar 
bans. Hér af leiðir þá aptur, að tolumar Oj og o, — , sem 
einungis potemerast með mœlunum til að verða = iV == a^i , 
verða að vera veldistölur, til að eiga eins og skemra í land iil 
að verða = N-^ þær verða nefnilega að vera á borö við (mmm — ) 
i tölulið (131). Með bókstðfQiÐ má þetta þannig tákna: 

iV^ = aj* = a;* = a;» ••'• 

^(^ai)n,^(^(x^)na^(^a«)ns 

Setjum nú ai = 1; til að tákna a^ sé ópotemeruð tala, þá 
má setja at i staðinn fyrir ðil a, sem bér eru án ir^x; þá 
verður 

N = a?* = (afa)"» = (afa)°* •••• 

Hðr er a^ sama sem a\ eða eining veldísstiganna, og undir 
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eíns sama sem m í (131); þar á móti er af*' af» •••• sama 
sem (mnim«^^-) í (131). Hér sést og, að 
nj = a^nj = (X^n^'**' 
í>að boÖar, aö ni sé deililég með na, n^ ••••, og sð veldis- 
stigéinna minsti samdeilandi. Sé nú ekki a^ eða hin ópotcnser^ 
aða lala gefin,- þá hlýtur hún þó ætíð til að vera, því veldis- 
'Btíganna samdeííandí getur ekki staðizt án þess hann hafl ein- 
ingu, og einingin er a^ eöa m. I>að getur verið, að a^ sé 
ekkí samsett af >mislegum frumtölum, svo ei sjáist, að frumtaln- 
anna visar sé ósammældir, en þá hlýtur samt kunnugt vera, hvort 
það er potenseruð tala eða fyrsta veldi. Sé hún potenseruð, þá 
má hún ekki vera a^ heldur verður að leita að annari tölu, er 
geti verið ai, og fengið hinn stærsta exponent n^ f tölunni N. 

133. |>egar teljari og nefnari brots -r- eru frumtölur sín á 

milll, þáerbrotið óstyttanlegt eða frumbrot (á dönsku : irreducibel 
Brðk = Prlmbrök); þágeta menn ekki sett neinar mlnni tölta* í 
stað teljara og hefnara, án þess brotsias gildi raskist. 

|>ví af (85) sést, að stytta má brot með sammæli teljara og 
nefnara, þegar nýi teljarinn verður eins mörgum sinnum minni 
en gamli teljarinn, sem nýi nefnarinn er mörgum sinnum minni 
en gamli nefnarinn. I>að er með öðrum orðum, að teljari og 
nefnarl hað sammæli, sem gangi upp t báðum, án þéss hann sé 
= 1. En hér viljum vér skoða, hvort ekki megi einnig stytta 

brot án sammælis. Látum hið gefna brot vera -^, en hið nýja 

— , þannig að sö 

a . m 

T ~ n 
og m og n sé beilar tölur, en a og b frumtðlur sfn á miili* 
Margföldum vér 

a m 

b n 

með b, þá fæst 

bm 

n 

margfaldist þetta aptur með n, kemur 

an = bm 
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f>ess yegna: Hver sú tala, setn gengur upp f an, gengur 
eianig upp i bm, og aptur á móti, hver tala, sem gengur 
upp i bm, gengur Ifka upp ,i an. I>e8s vegna er bm deililegt 
með a, undir eins og það er deililegt með 6« Enn framar: 
I>ar bm er eptir þessu deililegt bæði með a og með b, þá er 
það einnig deililegt með ab, sem er minsti samdeilandi taln- 
anna a og 6 (129), þar þœr eru frumtölur sin á miUi, eins og 
geSð er (116). Með þessu móti verður þá: 

—7 heil tala, 
ab ' 

og þar bm = an, þá er 

bm an 

ab ab 

ein og hín sama heila talan, nefnilega 

J^ = ^ = heil tala. 
a b 

f>essi brot eru þá launbrot (80), og teljaramir eru þá annað- 
hvort jafnír nefnurum sfaum, eða stærri en þeír. í fyrra tíl* 

felliriu verður brotið -r- ekki stytt, því njja brolið — hcfir 

sömu tölurnar sem — : og 1 síðara tilfellinu verður — held- 
ö o 

ur ekki stytt, heldur þvert á móti lengt, þyí tölur nýja brotsins 
— eru þá mulU'pla talhanna i brolinu -r. Hér með er þá sann- 

að, að — er óstyttanlegt, ef það hefir ekki sammæli annan en 1. 

134. þegar tala p er ósammæld fleirum öðrum q,t, «•«••, 
þá gengur hún ekki upp i framkvæmi þeirra grs-*** 

f>essi setning er að mestu leyti hin sama sem (128), en hér 
viljum vér skoða það efní betur. 

Leysum nú allar tölurnar upp f þeirra frumgjorendur 

f>á má tákna deilinguna þannig: 

(gPigP^. , . .)(rTirTa. . . .)(,8i ,8^ . . . .) 
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I^ar talan p er ósammæld 9, r, s, • • • • þá gaoga fnimtölurnar 
í p, 8V0 sem piy ekki npp i neinum framgjðranda deílandans, 
þess vegna ekki i framkvæmi þeirra «ða detlanda sjálfum gr9>»-* 
(117), og þar frumtalan pi gjdrír.þáð ekkí, þá gengnr framkvæmi 
allra fruintalnai p, sem er p sjálft^ ekki upp í gr»*-** því þeg^ 
deilingin meft p^ gefur brot af séi', þ& hvetfur það brot ekki i 
burtn, þégar aptur skai deíla þeim brotna eða blandna kvóta með 
P2j þvi af deilingareðlt brota eða blandínna talna með lieilii tölu 
skilst, að broiið hverfur efcki, heldur deílist að nýju (98, 1,2). Ea 
af (58^) er IJóst, að með: öllum gjðröndum dealís á að deila. 

135. {»egar ein tala ekki géngur npp í annari, þ& m&álíta 
sem það komi af ýmislegleika frumtatna þeirra, eliegar eínhverra 
frumtalna of h&u veidum í dií>i$or. 

Ýmisleiki frumlalnanna getur t&knazt með ýmislegum bókstöf- 
um, likt og (63), (er þá ekki nauðsynlegt að greina þær með 
indexum). Sé allar frumtölur deilis. og deilanda ýmislegar, þ& 
gengur deílir ekki upp í deilanda (134). Nú kunna sumar frum- 
tölurnar deilis að vera sömu sem i deilanda, þó sumar sé ýmis- 
legar, en þá eru þeir sammældir. ]>& m& huri'dividera jafn- 
b&um veldum úr b&ðfim þeim, svo h&um sem verður. Sé þá 
exponentinn jafnstór í deili sem deilanda, þ& hverfur sú frum- 
tala burt úr báðum, en hinar ósameigínlegu halda sér, og gjöra 
það að verkum, að deílir gengur ekki upp i deilanda. Sð nii 
exponent hinnar sameigínlegu frnmtðlu stœrri i deilanda en deili, 
þ& m& l&ta hina sameiginlegu frumtölu hverfa úr deili (63), en 
hinar ösameiginlegu halda sér fyrír það, og deílír gengur ekki 
upp í deilanda vegna þeirra. En hafi hinar ósamelginlegu engar 
verið, þá gengur upp. Sé nú lokslns éxponent sameiginlegtt 
frumtölunnar minni í deiUinda en í deili, þ& m& láta hana hverfa 
úr deilanda, en hún heldur sér þ& i deili með lækkuðum expon^ 
ent, og er hún þ& ckki saraciginleg frumtala lengur, og gjörir 
hún það að verkum, að dellir ekki gengur upp f deilaiida, hvört 
sem nokkrar aðrar ósameiginlegar frumtolur voru til eður ekki. 
I>annig er það undir frumtQlunmn komið og þeirra veldum, hvort 
deilir gengur upp í deilanda eða ekkl. Syo þegar ekki upp- 
gengur, þ& er það af hinum ósameiginlegu frumtölam ellegar af 
ofb&nm exponentum binna sameiginlegu i deili* Sð . þ& hinum 
sameiginlega mæli burtvarpað með deiKngu^ þá verða deilir og 
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deiiandi ósammældir. f>ar af leiðir, aö þegar deilir gengur ekki 
vpp í deilanda, þá ora þeir ösanunsldir ellegar veröa gjörOír 
'ósammældir meðdeilingu, er lœtur binn sameiginlega mœli hverfa. 
Að stœrri tala gengur ekki upp í minni tölu, er alkunnugt 
frá brotunum, þar brot myndast úr leifunum, sem minni eru en 
divisor (57); kemur þá ckki til skoðunar, hvort tölunar eru sam- 
mœldar eða ekki. Samt má einnig heimfæra það tilfelli til nær- 
veranda (135) töluiiðs, þvf auðvitað er, að annaðhvort eru allar 
fk'umtölurnar ýmislegar, og að þá gengur ekki upp, ellegar að 
elnhver frumtalan í divisor heOr bærri exponent heldur en í 
dividendus, og þegar hún er Itíin hverfa úr dividendus, verða 
deiiiróg deilandi ósammældir, svo þá má álíta þetta tiifeni heyra 
undir (134). þegar því minni tala skal deilast með stærri, þá 
eru tðlurnar annaðhvort ósammældar, eilegar verða gjörðar ósam- 
mœldar með deiliogu, er lætur hínn samelginlega mæii hverfa. 

136. Setnlngin (133) mánú eínníg sannast af (134) þannig: 
Ef a og 6 eru frumtölur sfn á milli, þá getur ekkí verið 

a , m 

T '^ "n 
þánnig að sé m < a, og n < b, því þar af léiddi 
an 

•" -= T 
nefnilega: b gengi upp íani svo m yrði heil tala. En það mót- 
mælir (134); þvf hér er geflð, að talan 6 sé ósammæld a, og b 
s.é stærri en n, þess vegna þær tölur einnig ósamroældar, að 
minsta kosti fptir burtvarp sammælis (135). pá leiðir þar af 
eptir(134y, að 6 eða factpr þar úr (annar en 1) gengur ekkiupp 
í framkvæminu an, og m getur ekki orðið beil tala. 

137. Tala, sem er mælir divisors d 6g dividendi D, er 
einnig mælir leifanna r. Sðmuleiðis: 

Tala, sem er mælir divisors d og leifanna r, er einnig mælír 
dividendi D, 

Hið fyrra leiðk af (58, 12). 

Eesiduum .=^ divfdendus — divisor X quotiens, það er: 
r ^ D -^ qd 

j^egar tala génguf upp i d, þá gengnr hún einníg upp í qd 
epUr (105, 3), og þegar hun einnig gengur upp í D, þá gengur 
bún einníg upp f mismuninum' D -*^ qd (105, 1), sem er = r. 
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Hiö st&ara sannast með sama hœtti af (58j 8). 

Dividenáus ^ diviscr X qúotiens + r€$iékium, þaA er: 
D rt^ qd + r 

þegar tala gengur upp i d, þá gengur bán einnig npp í gd 
eptir (105, 3), og þegar hún einnig gengnr upp i r, þá gengur 
hún og upp i summunni gd -f- r (105, 1), sem er D. 

138. Að finna stærsta sammælí handa tveirour tOlum, bínni 
stærrí p, og minní q (eða tíl betri samhljóðunar: minni poK 
f>etta verkefni er áður framsett (88), en sönnunina vantar þar. 

Úrlausn. Deil stærri tölunni p með hinni minni p^ ; verði af- 
gangur pi, þá deil með honum hinum þá viðhafða deili poj og 
síðan hverjum divisvr Pt__x með hans afgangi p, Kvótamir geta 
táknazt með a og sama index sem divisorar þeirra. I>essu sé 
framhaldið, unz englnn afgangur verður; er þá hion síðasti c/tvt- 
sor pjj^ stærstur sammælír fyrirlagðra talna. I»á verður: 
p = OoPo + pi 



'Pt—X = «rPr + Pr+l 

Pm— 2 = «m-^lPm— l + Pm 
l^m— 1= ömPm +0 

Hér sést, aðtala, sem er mælir tveggja næstu talna p, po) Vu 
P2 •••• verður mælir allra i sömu röð. því mœlir p og p© er 
mæiir pi eptir (137), og aptur mælir po ^S Pi er mælir p^, og 
svo koll af kolli.' jþess vegna verður p^^^ sem ér inælir Pj^^i 
og sjálfs sins pjQ að vera mælir talnanna p og q eða SQm bir 
kallast p og po* Taian p^ er undir eiQSstæjrsti.sammælir þess- 
ara talna, þvi væri nokkur tala stærri en .p,i^ fDætír taia^nna p 
^g ^> yrði bún eiinig að gánga upp ipjt^\ en þettA er ómögu- 
legt, þar engin tala getor gengtð tipp i annari, seih er minni. 
það er slundum, ^ p^ yerður =?= 1, og. boðat það, að p og 9 
sé fnimtMui; sin & milli.. SamNr (114). 
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Athugi. f þetsnin tölalið er a5 mestu fylgt framsetningarhKtti 
prof; Satntttar. • Honom er einnig fylgt vi9á ( þessari bök. 

Dœmi. Vér viljum eptir framsettri reglu 6nna stœrsta sam- 
msli talnanna 168495 ss p, og 19035 =s q sp^. 
|>o «r 19035) 168495 (8 «= Oo 
152280 

Pi = 16215) 19035 (1=0, 
16215 

p, = 2820) 16215 (5 = 0, 
14100 

P3 = 2115) 2820 (1 = 09 
2115 

Pm = P*= 705)2ll6(3 = O4 = o„ 
" ^^'^ 
Fs = 

I»ar eð 5»« leifin verður hér = 0, þá er 705 cða 4%» leiQn 
P-t = Pm stærsti sammælir geQnna talna. 

Eptir reglunni (122, 2) yriH stsrsti sammælir þessara talna þannig 
fundinn, ásamt sjáifri uppleysingn þeirra í frumgjörendur (113). 



3) 19035 


3) 168495 


3) 6345 


5) 56165 


3) 2115 


47) 11233 


3) 705 


239 


5) 235 





47 
19035=^3^.5.47. 168495 = 3.5.47.239. 
Nú eiga þeir fftímgjðrendur, sem íinnast f þeim báðum, að 
se^ast f hið íægsta veldi, sem þeir hafa f þeim. FrumgjOrend- 
limir eru : 

3 5 47 239 
og séttír f bin lægstu velðí 

8^5^. 47^ 239« = 3.5*47.1 « 15,47=^705 
jog kemur þatta heim við hina aðíerðina. 

Í89. Styttá má aðferðina (Í38) nokkuð með fyllitölu, þegar 
nefnilega afgangur p, • ^ verðar meiri en helmingur deilis hans 
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Pr^ meö þv( að draga afgangiDD firá deili, og deila svo deili p^ me5 
fyllitöluDDi Pj — Pr+i (þeÐDa mismuÐ kallar Ólafur Olavins 
fyllltðlu í siDDÍ vegleiöslu tíl talDalístariDDar, bls. 190). 
OfaDskrifað dæmi reikDast þatiDig með fyflitðlum : 

19035) 168495 (8 
152280 





16215 


~ 




19035 




FyllUala 


2820D 19035 (6 






16920 






2115 






2é2Ó 




Fyllitala 


, 103) 2820 (4 
2820 



0. 

I»etta lelðir af þvf, aö stærsti sammælir taÍDaÐDa 19035 og 
168495 mælir afgaDgÍDD 16215 eptir (137). Ed mælir deiiis o^ 
afgapgaiDft er og mælir þeirra mismuDar (103, 1), banD eroefai- 
lega mælir fylIitöIuDDan ][>Ar . má þvi dQiIa. bepDar deíli með 
henni, og bvepær sem afgaDgiír verður meiri en heímíngur deilis, 
má taka fyllitðlu að Dýju. 

AuDað er óg, sem stytt getur bioa limtðiuðu reikuÍDgsaðferð, 
oger það þetta: Sjáist, að ft—i ^fi^ Pt hafisammæiin, mávarpa 

py -t pj 

bonum biurt ogflDp^ síOan stœrsta sammœli handa — ^ og — : 

n ' n ^ 

p ' : 

hann verður þá — , og er þá hægt að finna pœ meÖ þv( að 

margfalda hann með n. (>ví þar verða alllr líðirnir ( rððinni frá 

,^t-i Px : Pt+i . \ .' . 

Pr i ummyndaðir í ^) — > — — - • • • en kvotamir o. a. , , 

••••) Om breytast ekki. 

í ofaaskrifuðu dæmi sjáum Ýér strax, að biðar gefua tðlumar 
eru deilílegar. mcð 3 Og .5 éptir dellileiksetnkunaunum (86,2,4), 
og þess vegna með 1 5, þar 3 og 5 eru frumtðlur. {>& má deila 
b&ðnm gefnutðFunuii) m$ð 15, :verða þ& ^lar tðlumac í rððinni 
15 sinnum minni: 
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?| = 1209) 11233 (8 = 0, 

15 

10152 

^ = 1081) 1269 (1 = ot 
la 

1081 
?| = 188) 1081 (5 == o, 

10 

940 

^ = 141) 188 (1=0, 
141 

P* 

= tii 

141 



j^ = 47) 141 (3 = 04 = o„ 



^ = 0. 
15 

Loksins margfaidast 47 með 15, keioar 705, sem er binn 

eptirleitaði stœrsti sammœlir. 

140. Sérhver tala JV verður sett f eplirfjrlgjandi 3 myndir: 
N^þ + 61A* + biA*' '+ *íA»» '■ I, 

= 6 + 6i+fta + 6, HM^' -l)+6aU'* —1) 

+ 68(4»'- 1) +.••••.-• II. 
= * -ii + 6,-6s + -^-+6,rA* +l) + 6a(A»* -1) 

+ 69(A«+1)+ III. 

og má skera bana ^tðluna N) i stuðla, m'cð i st&rum f breijnm 
frá baegri bendi til vinstri. Stafaþ^ðingu og sðnnun viljum vér 
frámsetja smámsaman f eptirfylgjandi töluliðum. 

141. Pyrst er að bugleiða Ita myndiná: 

2V == 6 + .61A* + 6aA»t + 6,A»» I. 

í tugakerSnu (decadikinni) þýðir A umferðina, sem er 10, 
samber (9);-þe8S vegna er f þvf kerfi 

2^ = b + djlO* + 6,10»* + 6,10»* ............ 

Látum vér ná 1** vera t = 1, þá er talan f sinni vénjnlegn 
mynd, nefdilega:' ' • ; ' ■ 

:N = 6 + fijlO + 6,10»-' + 6,10»-» ♦••• 8amber(9). 
það er 
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,V=. 6 + 61IO + 6jí00 + b^mo 

þá er b eíningastafurinQ, bi tugastafurinn, b^ hundraðasiafuriQQi 
63 þúsundastafuriQQ 0. s. frv. 

Nú sjáum vér, að 10 geugur upp í 61IO, ðjlOO, 63 1000 0. s. 
frv. (103, 3); þess vegoa geQgur 10 upp í iV, ef sú tala gengur 
upp í eiQÍngastafnum b, eptir (103, 1). En það gjörir lOekki, 
nema með því móti, að sé 6 = 0; því stærri tala, sem hér er 
10, gengur aldreí upp í minní tölu, sem hér er einíngastafurinn. 
Sé því elningastafurinn ekki = 0, þá verður hann residuum mínt- 
mum eða minstu leífar tölunnar N eptir modulus 10, samber 
(104), nefnilega: 

i^ = 6 {mod. 10) 
og sé 6 = 0, þá verður 

i^ = {mod. 10), 
það segir, að 10 gangi upp í A^, ef eiaingastafuriQn er 0. Hér 
með er þá sÖQQuð deíHleikseiQkuQQ töluQQar 10, er var framsett 
án söQQUQar i tOlulið (86, 8). £q hér af sprettur þá einoig söqq- 
UQin fyrir deiliieikseinkuQQUQum talaaQQa 2 og 5, þartölur, sem 
eru samsvaraudi eptir vissum modulm, eru það eiQQig eptir mœl- 
um haQS (108). Hér verður þá: 

N^b {mod. 2, 5, 10) 
t. d. sé 

N = 3456789, 
sem má skera þanQig i stuðla eptir áðursögðu, þegar e = 1 

i\r= 3|4|5|6|7|8|9' 
b^b^b^b^b^bib 
og JV^ 5 9 {mod. 10). t>á verður eÍQQÍg eptir (108) 

i^ ^ 9 (mod. 5), 
þó 9 sð þá ekki miQstu leifar, heldur 4, nefnilega 

N ^ A (mod. 5). 
jþessar miQstu leífar 4 fiQQast með þv(, að draga modulus 5 frá 
9 eptir (104), ellegar með því, að deila 9 með 5, því þá verður 
afgaQguriQQ = 4. Að talaQ N — 3456789 hafi eiQQig leifarQar 
4, þegar heQQi er deiit með 5, fiQst með deiliQgu; þess vegna 
samsvarar hÚQ eiQQÍg 4. 
Með Kkum hætti má fiuQa: 

iVr = 6 (mod. 2) 
eða A^ = 9 {mod. 2) 

12 
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þó 9 sé ekki minsta leif ; en hína ininstu leif má Qnna^ með því 
að draga modúlus 2 Qórum sinnum frá 9, nefnilega: 

9 — 2 — 2 — 2 — 2 = 9 — 8=1, 
ellegar deiia 9 með modulus 2, verður þá afgangur =1. Sé 
þá líka tölunni N = 3456789 deilt með 2, þá verður afgangur- 
inn =1, og talan er oddatala og congruentian sönn, nefnilega: 

3456789 = 1 (mod. 2). 
Mælarnir 1 A* kallast /t, og þegar t—í^ eða þegar einn tölu- 
slafur er hafður ( stuðli, vcrður f^ almenn táknun fyrir mælana 
í 10, nefbilega 2, 5, 10, svo congruentian þeirra verður 

N ^b (rnod. f^). 

2^ Látum vér nú vera 2 stafl i stuðli bverjum, þá er f = 2, 
og skoðum sömu tðluna; þá sundrast bún þannig: 

N = 3|45|67|89 
br^bjbib 
p& heita moduli f^i og N leysist upp þannig : 
6 = 89 

^ilO^-* = ðilO^ = 6700 
6^10^ •» = bjíO^ = 450000 
6310» -2 = 6310«= 3000000; 
bi er nú ekki lengur tugastafur, beldur hundraðastuðull ; bj er 
tíuþúsundastuðull, og 63 er milliónastuðull. þegar þetta er lagt 
sanian aptur, kemur talan N fram ( þessum add^ndis: 
N = 3000000 -l- 450000 + 6700 -f- 89. 
Allar tðlur, sem ganga upp ( 100, ganga hér upp ( ó^lO' = 
6700, eptir (103, 3), upp ( 6^10^ = 450000, og upp ( 6,10« = 
3000000. I>að er þá eptir að vita, hvort þær einnig ganga upp 
f b, sem ( þessari tölu cr = 89, gjðri þær það, þá ganga þær 
einnig upp ( tölunni N eptir (103, 1); gjðrí þær það ekki, þá 
verður b, sem ( þessari tölu er = 89, residuum þeirra eða 
leifar. |>ess vegna verður við 3456789 

JV = 89 (mod. fa); 
er þá komin deilileikseinkunn fyrir allar tðlur, sem ganga upp ( 
100 eptír (108) og heita f^, en þær eru þessar : 

fa= 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100, 
og hljóðar hún þannig : 

N^ b (mod. fa) 
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tíl dæmis fyrir modúluB 25, og tölunii 3456789, þá er 
N = 3456789 = 89 (mod. 25) 

= 64 (mod. 25) ] með þv( að draga tnodulus 

^ = 39 (mod. 25) | frá, eða deila 89 með modwí- 

= 14 (mod. 25) ) u8 25, og hirða afgangínn. 

Sama residuum minimum 14 kemurfram, ef deilt er 3456789 

og 89 með 25, sem hægt er að reyna. 

3^ Með h'kum hætli má láta vera svo marga stafi í stuðlí, 
sem viil; verður þá eptir því 

t = 3, 4, 5, 6 •••• 
og modulus 10* og mælar hjans, er þá heita: 

fz /4 /ð fa •••• 
þessa má, ef til vill, alla finna eptir (121), með því að leysa 
10* upp í sína frumfaceora, og margfalda síðan /bcíorasummumar 
úr hverju einstöku frumtöluveldi t. a. m. ef t =3, þá er 10* == 
103 = 1000 = 2« . 53, þá gefur 

(1 + 2 + 22 + 28)(1 + 5 + 5« + 5») 
margfaldað saman, þó án samlagningar, alla mælanaí 1000, sem 
þá heita /V, og samsvaranin verður 
' N ^ b (mod. fa). 

142. Nú viljum vér skoða hina aðra mynd II. (140). 
N =. b + öi+öa+fiaH + öi(10*— 1) + 0^(102*— 1) 

+ Ö3(103*-1) 

Eins og málli setja allar tölur í hina fyrstu mynd I (140) eða 
(141), eins má einnig setja þœr í þessa aðra, því 

6,(10* — 1) = 61IO* — fti. 
Hér er þá eitt b^ lekíð burt úr &1IO*, sem var annar liður í 
fyrri myndinni ; en til að láta ekki töluna N raskast við það, er 
það uppbætt aptur með því að setja + 61 fyrir framan. Eins 
er farið með alla eptirfylgjandi liði, því 

&a(102* — 1)'= 6^102* — b2 
nefnilega, — b^ er bætt upp aptur með + b^ fyrir framan. 
Í>essum undandregnu 6um er öllum safnað saoian fyrir framan, 
og verður úr þeim nokkurs konar þversumma, nefnilega : 

^^ + *1 + &2 +63 + ^ ...;...• 

En þessi þversumma hefir víðari merkingu cn þversumman fyrir 

12* 
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3 og 9 (86, 2, 7), þetta er þversumma af stuðlum, enekki eia- 
ungis af eíDstökum tölustöfum. 

Þannig er þá auðsætt, að talaii N skekkist ekkert við það, þó 
húD komist f þessa aðra mynd; en dú er eptir^aðsjá, hverDíg á 
að oota sér baDa, og er það fljótsagt, þvf það er ölduugis eius 
og við hiDa fyrstu, því þaðverður saonað, að stœrðiD (10* — 1) 
gengur upp f (lO^* — I), upp í (10»* — 1), upp í (10** — 1) 
.... (lo'** — 1), hvað margir sem þessir liðir eru. Slœrðia 
(10* — 1) geugur þá upp í allri töluDDÍ N, ef hÚD þá einoig 
geDgur upp í ö + 6x + 6a + *3 + ^4 '•••> ea að öðrum 
kosti verður þetta heunar residuum; þess vegna verður ætfð: 

N ^ b + bi + 02 + bs •••• (mod. 10* — 1) 
og ekki einungis þetta, heldur verða allir mælar stærðarínnar 
(10* — 1) að modulum (108), sem vér (eins og prof. Bamus) 
köllum ^|. þess vegna: 

N = b + bx + 6a + b^ • • • • (mod. ^J. 

Að (10* — 1) gengur upp í (lO^* — 1), hvaða tala sem n 
er (hér er n sætistala hvers stuðuls i tölunni N, byrjuð á 2«^ 
stuðli og talín frá hægri hendi), það má Qnna þannig: 

10"* — 1 ^ (10*)" — 1 

10* — 1 10* — 1. 

x^ — 1 
Setjum nú 10* = x, fæst stærðin -, En af (64, seríe 

A), þcgar þar er sett a = 1, sést, að sú «m6«erœtíð endanleg 
og deilingín gengur upp. t>ar verður þá 

^ ~ \ = a?"""^ + ar"-~* + a?"~3 .... +x+ í. 
X — 1 ' ' ' ' 

Vilji eg nú reyna, bvort 10* — 1 gengur upp t. a. m. í þriðja 

lið 63 (lO^* — 1), sem heflr b^ eða Au stuðul tölunnar A^ frá 

hœgri hendi talinn fyvit muUiplicator, þá set eg n = 3, verð- 

ur þá 



ellegar 



í = a;2 + 0? + 1 

X — 1 ' ' 

lO^* — 1 
10* — 1 



= 10«* + 10* +1; 
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er þá Ijóst, aö 10* — 1 gengur upp í 10** — 1. Samakœmi 
og fram, þó reynt vœri með deiliugn. 

Tíl aö nota hina fundnu samsvaran 

N = b + bi+ 02+ b^ •••• (mod. 10* — 1) 
ellegar =6 + ^i + &a + &3 •••• (mod, g^) 
reynum vér ofanskrífaða tölu 

N = 3456789 
og látum 1 staf vera í stuðlí 
3 4 5 6 7 8 |9 

^6 ^5 ^4 ^3 ^2 ^l l^ 

er þá í = 1, og 10* — 1 = 10 — 1 = 9, þá verðar 

N ^ b + bt + b^ + b^ + b^+ bs + bs (mod. 9). 
s 42 (mod. 9). 
5 6 (mod. 9). 

Hér deilí eg leiflnni 42 með modulus 9, og fæ mínstu leíf 6. 
Hér er þá komin deílileikseinkunnin tölunnar 9, nefnilega: 9 
gengur upp í iV, ef 9 gengur upp í þversummunni (86, 7). Eins 
yrði það, ef tölunni 3456789 væri deílt með 9, þá yrði afgang- 
nrinn 6. Enn framar : ^^ = ^^ == 3 og 9 ; þá 
N= b + bi+ b2+ b^+ b^+ b^+ b^ {mod. 3) eplir (108). 
= 42 {mod. 3) eplir (108), því 3 er mælir tölunnar 9. 
5 (mod. 3). 
]>etia residuum minimum fæst með þvf að deiia 42 með 
modulus 3, því þá verður afgangurinn = ; eins verður afgang- 
urinn = 0, ef deilt er 3456789 með 3, svo 3 ganga upp í töl- 
unni N. Hér með er þá fundin deilileikseinkunnin tölunnar 3, 
pefnilega; með 3 má deila öllum þeim tölum, er þversumma 
þeirra er deiiileg með 3. (>versumman var í þessari tölu 42. 
Samber (86, 2). 
Nú viljum vér reyna hina fundnu samsvaran 

N=b + bi+b2+ fts •••• (^od. 10* — 1) 
og láta 2 stafi vera í stuðli; þá verður < = 2, 10* — 1 = 10* 
— 1 = 100 — t = 99. Samsvaranín verður þá svona: 
N ^ b + bi+ b2+ b^"" {mod. 99). 
Helmfærum vðr þetta upp á s5mu töluna 
N = 3456789 
verður hún þá svona skorín: 
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3 

^3 



45167 



89 
b 



N = 3456789 ^ b + b^ + b^ + b^ (mod. 99). 
Hér er þá komin deilileikseinkunn fyrir 99, er þannig hljóðar: 
99 ganga upp í tölunni, ef stuðlaþversumman, með 2 stöfum í 
stuðli, töldum frá hægri hendi, er deilileg með 99 ; annars gefur 
N sömu leifar sem stuðlaþversumman deild með 99. Stuðla- 
þversumma þessi í tölunni 3456789 Gnst þannig: 
6 = 89 
b^ = 67 
b2 = 45 
&a = 3 
204. 
I>á 3466789 = 204 {mod. 99). . 
Deili eg nú 204 með modulus 99 til að fá minstu leif, verð- 
ur afgangurinn 6. fess vegna 

3456789 = 6 {mod. 99). 
Deili eg nú 3456789 með 99, þá verður kvótinn 34917, og 
afgangurinn 6. Skoði eg nú mæiana g^^ þá eru þeir: 
3, 9, 11, 33, 99. 
Tökum vér nú 11, þá verður eptir (108), þar 11 mælir 99, 

3456789 = 6 {mod. 11). 
fað segir: 11 gengur ekkl upp í 3456789, heldur verður af- 
gangurinn 6. fetta er og minsta leif, þar 6 er minna en mo- 
dulus 11. Samber (104). Sama finst með því að deila 3456789 
með 11, þvi kvótinn verður 314253, og afgangurinn 6. I>etta 
kemur saman við fyrri deilileikseinkunnina með 11 í (86, 9). 

Loksins viijum vér i þessari annari mynd talnanna láta 3 staQ 
vera í stuðli. fá verður < = 3, 10* — 1 = 10» — 1 = 1000 
— 1 == 999j og samsvaranin h'tur svo út: 
N ^ b + bi+ b^ (mod. 999). 
Heimfærum vér þetta upp á ofanskrrfaða tölu og skerum hana 
þannig f stuðla 



þá verður 



3 
b2 



4 5 6)7 8 9 
b,\ b, 
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b = 789 
bi = 456 
63 = 3 
6 + 61 + 6j = 1248 OQ N = 3466789. 

I>á er 

3456789 = 1248 (mod. 999), 
Deili eg 1248 meö modulus 999, og hirði afganginn, fæ cg 
niÍQStu leif 249, þá er: 

3456789 = 249 (mod. 999). 
Mælarnir g^ l 999 eru þessir: 

3, 9, 27, 37, 111, 333, 999. 
Yilji eg nú finna deiliieikseinkunn fyrir 37, þá verður bún við 
allar tölur N. 

iV = 6 + 61 + öa + 63 •'.• (mod. 37) 
og hljóðar þannig: 

Gangi 37 upp í summu hinna þrístöfuðu stuðla frá hægri hendi 

tíl vinstri, þá gengur 37 einníg upp í N, en að öðrum kosti gef- 

ur N sömu leifar sem þessi stuðlaþversumma. Samber (86, 12). 

Fyrir N = 3456789 er stuðlaþversumman fundin = 1248; 

þess vegna er 

3456789 = 1248 (mod. 37) eptir (108), þar 37 mœlir 999, 
en til að fá minstu leif, deili eg 1248 með modulus 37, fæ 
kvótann 33, og afganginn 27; þess vegna: 
3456789 = 27 (mod. 37). 
þetta segir: 37 ganga ekkí upp 1 3456789, heldur verður af- 
gangur 27. Sama reyndist, ef deilt vœri 3456789 með 37. 
143. Nú komum vér til hinnar þriðju myndar III, (140). 

N= b — bi+ b2— 63 H +&i(10*+ 1) + 63(10**— I) 

+ 63(10«* + 1) + •••• 
Hér er 6i(l0* + 1) = 61 10* + 6^; þess vegna b^ oftalið 
i þessum líð ; þá verður að draga það frá; eða setja negatift i 
þversummuna, og þannig er við alla ójafna liði, sem eru með 
ójöfnum exponentum. |»ar á móti í fta^lO^* — 1), og öllum 
jöfnum liðum er 6^ vantalið ; þess vegna verður að bæta þá upp í 
þversummunni með aeídtíion eða+. Enhvers vegnamáttihérekkií 
Wlumliðunumvera{10*)°+1? Svarast: afþvílO*+lgengurekkiuppí 
(10*)^ + l,nemaefneroddatala. Setjum vér nú 10* = x, þá 
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Terðnr (10*)° + 1 = a;" + 1; en eptir {6i,teríeB) er, þegar 
n er oddatala, 

Ci-J == «"-»- «"-2+ a;°-« » + 1; 

þar á naóti, þegar n er jöfn tala, verður 

*^ = «n-i_a*-'» + a!"-' + X — í. 

íC ""Y" 1 

En af (65) má sjá, að ef frá þessn er vikið, þá kemur brot. 
I>að verður þvi að hafa — í öllum jöftium liðum, eða þar sem 
t beflr jafnan eo'éfficient, til þess að a; + 1 gangi upp i öllum 
liðunum og að þversumman, sem hðr má kallast þvennismunur, 
geti orðið residuum i tðlunni N. 

Ðæmi: Sama tala og t = 3 

3 |456|789 

6,1 6, I 6 

314561789 

_+3_- b, 

792 
— 456 = bi 
+ 336 
10* + 1 == 10« + 1 = 1000 + 1 = 1001 = Aj. 
I>á: 3456789 = 336 (mod. 1001). 

Modulana i þessari 3Jo mynd köllum vér h^. peit verða : 
A, = 11 = 101 ^ I 
ft, = 101 = 10" + 1 
»3 = 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. 

Allir þessir modular b^ flnnast með þvi, að leysa þann, sem 
fyrst framkemur, lO^ + 1 = 1001 (og sem mætti kallastflrum- 
modulut meðal modulanna h^) uppísina einfOldu factora 7, 11, 
13, og flnna síðan bina samsettu eplir (121) þannig: 
1+7 

1_±JJ 

1 + 7 + 11 . 1 + 11 . 7 
1 + 13 



1 + 7+1.11.1+1.11.7+13.1+13.7+13.11.1+13.11.7. 
^easit factorar verða þá, þegar slept er 1, þessír 
7, 11, 77, 13, 91, 143, 1001. 
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Af þessnm era merXiIegastir moduJamir 7, 11, 13. Yirhðf- 
um fundið fyrir 3456789 residuum 
b — bi + bi = 336; 
þess vegna er 

3456789 ^ 336 (mod.l) eptir (108), þar 7 mslir 1001. 
Til að fá minstu leif, deili eg 336 með 7, fœ kvótann 48 og 
leiQna 0, svo þá er 

3456789 = {mod. 7), 
er segir mðr, að' 7 gangi upp i tölunni, og er það satt, því 

6 J 5 1 4 

7 )345678 9 
493827. 
Sfðan tek eg 

3456789 ^ 336 (mod. 11), 
deili 336 með 11 og fæ kvóta 30 og afgang 6 
og segir það, að 1 1 gangi ekki upp i tOlunni N, heldur gefi af- 
ganginn 6, og er það satt, þvf: 

1 445 s s 

11) 3456789 
"314253. 
Loksins tek eg 

3456789 s 336 (mod. 13) 
deili 336 með 1 3, fæ afgang 1 1 ; þá verður 
3456789 = 11 (tnod. 13). 
Eíns verður afgangur 11, ef tölunni N er deilt með 13, þvi: 

8 T 11 Sll 

13)3456 7 89 



2 6 5 9 6. 
Ðeilileikseinkunnin með 7, 11, 13 er með orðum framsett 
(86, 11). 

I>að ber opt við i þessari þriðju mynd talnanna, að framkemur 
fyrst negatift residuum; er þá samt hægt að fá sér annað posi- 
tift, með þviað leggja modulut við það, einu sinni eða optar, t. d. 
N = 687934095431238017821859. 
Látnm nú t vera = 4, verður talan þannig skorin : 



6879 

&6 



3409Í5431 
64 I 63 



2380 



1782 
h 



Hér set eg — yfir stuðlaoa, sem frá eiga að dragast 



1859 
b. 
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18&9 


1782 


2380 


5431 


3409 


6879 


7648 


— 14092 



+ 7648 

— 6444, sem er neitandi leif. 
Fravamodulu$ er hér í*+ 1 = 10000 + 1 = 10001 

— 6444 

+ 3557, játandi ieif. 
I>á er 

687934095431238017821859 = 3557 (mod. lOOOI). 
t>að er iília satt, því þegar þessari stóru tðia erdeiltmeð 10001, 
kemur í kvóta : 

68786530890034798302, og afgangur 3557. 
Faetorar í lOOOl eru 73 og 137, þá er og eptir (108) 
N = 3557 {mod. 73) 
og (mod. 137). 
73)3557(48 137)8557(25 

292 - 274 

637 817 

584 685 

53 132. 

I>á er i\^ = 53 (mod. 73) og s 132 (mod. 137). 
I>égar N er deilt með 73, kemur 

kvóti 9423754731934767367422 og leif 53, en þegar sömu' 
tölu er deilt með 137, kemur 

kvóti 5021416754972540276071 og leif 132, eins og samsvaran- 
imar segja. 

þessari þriðju mynd tilheyra deilileikseinkunnirnar fyrir 7 . 
11 . 13 = 1001, ef í=3,ogfyrir 17 x 5882353 = 100000001, 
ef í = 8. Heimfærum vér þetta upp á vort síðasta N 
68793409|543r2380|17821859 = N 
68793409 
86615268 

— 54312380 
32302888 

N s 32302888 (mod. 100000001). 
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I>arnúl7 ganga upp i frummodulus iOOOOOOOÍ, þá verður einnig 
687934095431238017821859 = 32302888 (jnod. 17). 
Nú viijum vér finna minstu leif: 

IS 111615 

17) 323028 8 8 

19 1 6 9 ganga af 15, þess vegna: 

687934095431238017821859 = 15 (mod. 17), 

Eins œá taka hinn annan factor 5882353 fyrir modulus, verð- 

nr þá 

687934095431238017821859 = 32302888 (mod. 5882353), 

og tii að finna minstu leif, deili eg þannig: 

5882353) 32302888 (5 

29411765 

2891123. 
j»e8S vegna 

687934095431238017821859 ^ 2891123 {mod. 5882353). 

r(ú viljum vér reyna deilinguna með modulus 

6882353) 6879340954312380I782I859 (116948795053822512 

5882353 

9969879 

5882353 



40875265 
35294118 
55811474 
52941177 
28702973 
23529412 



51735611 
47058824 
46767872 
41176471 
55914013 
52941177 
29728368 
29411765 
31660301 
29411765 



22485367 
17647059 



Digitized by 



Google 



188 

48383088 
47058824 
13242642 
11764706 
14779361 
11764706 
30146558 
29411765 



7347935 
5882353 
14655829 
11764706 
2891123. 



Hér fáum vér sömu leif sem samsvaranin hefir. 

144. Af næstundangangandí þremur töluliðum má sjá, að 
frummodular þeir, er fást úr binum þarumtöluðu þremurtölu- 
myndum, hafa þessi þrjú form, eptir því 8;em hafðir eru margir 
staQr í stuðli: 





t =12 


3 4 


úr Itn 


10' = 10 100 


1000 10000 


úr Ilrl 


lO'— 1= 9 99 


999 9999 


úrlIIJu 


10'+ 1= 11 101 


1001 10001 



FTUtnmodular fyrstu myndarinnar eru 1 me9 eins mörgum 
núUum aptanvið, sem staflr eru hafðir í stuðli; hinnar annarar 
eru eíns margir 9, sem stafir eru í stuðli ; og hinnar þriðju byrja 
og enda með 1, og hafa þar á milli t — í núU. 

145. Sérhver tala, sem einungis beflr 1 sér factorana 2 
eða 5, eða bæði 2 og 5, og þess vegna er í forminu 2^ . 5S 
gengur upp í þvf veldi af 10, er heflr fyrir exponent hinastærri 
af tölunum p og g, og kvótinn verðar 5P— ^, ef p er stærra, en 

IQP ^ 2P.5P 
2P .5^ 2P . 5*1 



2^-^P, ef q erstærra. Sð nefnilega p > g, þáer 



eptir (47, viðbót) = ^= 5P-9 (63, 4). Sé þará móti g>p, 
5^ 

þá er — — - =í-:^= 1- (47, viðbót) = 2í~p epUr (63, 4)- 
2P . 5^ 2P . 5^ 2P f x i / 
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Athugi. Hvemig (47, yiðbót) veröi bér viðkomið, skilstþannig 

áhrærandi 10? =2^.5? 

lOP = 10 . 10 . 10 . 10 p gjörendur, 

en 10 = 2 . 5; þess vegna 

lOP =(2 . 5). (2 . 5). (2 . 5). (2 . 5) (p gjörendur) 

= 2. 5. 2. 5. 2. '5. 2. 5 paf hverjum 

= 2.2.2.2.5.5.5.5 p af hverjum 

= 2P . 5P. Eins er áhrærandi 10^= 2^ . 5^- 

146. Tii að sjá, hvar frumtðlurnar fyrir ínnan 100 eiga 
heima í hinum þremur talnamyndum (140), setjum vér þær hér 
til yfirskoðunar: 

29 31 37 41 43 47 



2 3 5 


7 11 13 


17 


19 23 


fi fft U 


Jh 9» Ih 


K 


Ih hi 


53 59 


61 67 


71 


73 ' 


g\3 ^»9 


^30 9S3 


93S 


*4 ff 



79 83 89 97 
SUi h22 Kt' 

Og er þetta svo að skilja, að f vísar til fyrstu myndar, g til ann- 
arar og h til hinnar þriðju, en indexamir segja tíl, hvað marga 
staíi hafa verður í stuðli, þegar tölurnar eru skornar, t. d. 17 
heyrir til þriðju mynd, og þá verður að hafa 8 stafi í stuðli ; 19 
á heima f sömu mynd, og þar verður að hafa 9 staQ í stuðli. 
41 á heima í annari mynd, og þar verður að hafa 5 i stuðií, 
97 á heima í 3Jq mynd með 48 stöfum í stuðli o. s. frv. Af 
þessu er Ijóst, að fæstar af deilileikseínkunnunum verða hafðar 
til smávikanna, og eru ekki notandi nema við fjarska stórar tölur^ 
Hér af leiðir þá, að við fíestar tölur verður drjúgara arð reyna 
deilíngu með þeim sjálfum (tölunum) til að fínna þeirra leifar, 
heldur en að uppgötva þeirra deilileikseinkunnir. Menn geta 
annars séð það á töííunni í þessum tðlulíð, að hvað miklu leytí 
nota má í það og það skipti deilíleikseinkunnir talnanna, sem menn 
hafa handa í milii. 

147. það getur opt komið til gagns að kunna leifaprófið, 
það er að skilja að prófa reikninga með leifum. I>að mánefni- 
lega prófa hinar 4 höfuðgreinir, addition, subtractionj muUiiyli" 
cation og divi$ion með leifum ; og þar til notast þá helzt töl- 
umar 9 og 11. En í þessum tiigangi er bezt að undírbúa svo 
regluna til að finna leífar þessara talna, að hún verði sem hæg- 
ust,-og þáð viljum vér gjöra í næsta tölulið. 
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li8. Próflö meö 9 eða nfundarprófið mœtti vera þannig: 

1. Hlaupa yflr alla 9, hvar sem menn sjá þá i tölunni. 

2. Að stryka út eða einkenna með einhverju.móti. eða fela þá 
tvo tölustaO, sem til samans fylla 9, hvar sem þeir finnasty og 
gjöra þelta svo opt sem verður. 

3. Eins ef menn sjá þrjá «taQ effa flelrí, sem fylla 9. 

4. Leggja saman stafina, sem eptír eru i tölunni, og sem þá 
ekki fylla 9. {>essi summa er leifin. 

5. Eigi menn ekki hœgt með að elnkenna eða fela stafina, 
sem búið er að taka, þá er bezt að ganga á annanhvorn endann 
á tölunni, leggja saman tvo eða þrjá eða fleiri stafl, svo summan 
verði 9 eða meirí. Yerði hún rétt 9, þá fela þá stafl með flngr- 
inum; verði hún meiri enn 9, þá leggja saman stafina i henní, 
og þessa nýju summú við næstu stafl, o. s. frv. 

Dæmi: Talan 5882353, deílirínn i stóru deilingunni (143). I>á 
er eptir 5tu reglu í (148): 5 og 8er 13, það er4(með þvíaðleggja 
saman 3 og 1 i 13). 4 og 8 er 12, það er 3, og 2 er 5, og 
3 er 8 og 5 er 13, það er 4, og 3 er 7, sem er leif divisors. 

2 Dæmi. Dividendus^ i sömu deilingu : 
687934095431238017821859. 
Sé byrjað vinstra megin, þá kveða svo að orði: 6 og 8 er 14 
það er 5, og 7 er 12, það er 3, (hleyp yfir 9) og 3 er 6, og 4 
er 10, það er 1, og 5 er 6, og 4 er 10, það er 1, og 3 er 4 
og 1 er 5 og 2 er 7, og 3 er 10; það er 1, og 8 er 9, það er 
0; og 1 er 1, og 7 er 8, og 8 er 16, það er 7, og 2 er 9, það 
er 0, og 1 er 1, og 8 er 9, það er 0, og 5 er 5, og það er 
leifln. Sama kæmi fram, ef tekin væri þversumman i tölunni; 
hún er 113, og 9 i 113 er 12 sinnum, gengur af 5. 

Með sama hætti er leif kvótans í sömu deilingu = 6, og af- 
gangsins = 8. þetta kemur til skoðunar síðar. 

149. Próflð með 11, (elleftarpróflð), verður án skriptar gjört 
þannig: 

Byrja hægra megin^ og drag fyrsta staf frá öðrum, svo þann 
mismun frá þriðja staf, o. s. frv. ait af hinn fengna mísmun frá 
næsta staf. Sé sá- næsti stafur minni, svo ekkí verði frádregið, 
þá drag hinn fengna mismun frá 11, en leggafganginn við kom- 
anda staf, það er að skilja, sé komandi stafur h, þá drag frá h 
+ 11 eða lána ll^ hvenær sem þarf, og hald siðan áfram 
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með fr&dragniDguna, þangað til búið er að vinna upp alla tðluna. 
Hinn seinasti mismunurer þ& leifin, ef stafafjöldinn er oddatala, 
en se bann jöfn tala, þ& drag hina fengnu tölu fr& 11, þvf bún 
var þ& hin negatifa leif; er þá fengin hin positifa. 

I>etta er bygt & (143), þar 11 & heima f þriðju raynd, þcgar t 
c= 1 ; er þ& reglan að draga summu stafanna i hínum jöfnu 
sætum &i, &3, 0. s. frv. frá suramu stafanna í hínum ójöfnu. 
Setjum t. d., að talan vœri • 

• • • • fedcba* 
f>& er fyrst eptir nýju reglunni 
b — a i staðinn fyrir a — b, en 11 — (6 — a) er 1 1 — ft + 

a =^ íí + a — ö, nefnilega hin positifa leif er o — 

ft, þar stafirnir eru 2. 
c — (6 — a) ^ c — b + a, sem er positif leif, og rétt eptir 

(143), þvi stafafjöldinn er 3 eða oddatala. 
d — [c — (b — a)]^d — c+(b — a)=:^d — c + b~ 

a, sem er negatif leif, en 11 — (d — c + b — a) *= 

11 — d + c — b + a er positif leif; hér eru 4 stafir, 

sem er jöfn tala o. s. frv. 
Að 11 skuli takast til láns, þegar hinn komandi stafur ^ er of 
lítitl, er til að forðast negatif raismun. Yæri t. d. dofliilW, þá 
& að draga [c — (b — a)] fr& II + d, og verður þá mismun- 
urinn positif. £n þegar komið er & enda tölunnar, verður að að<- 
gæta, hvort binn positifi mismunur er positif eða negatif leif. 
Dæmi: Talan 5882353, sem er deiiirinn í (143). 
Hér m& segja: 3 fr& 5 er í, fr& 3 er l,fr& 2erl,fr& 8 er 7, 
fr& 8 er 1, fr& 5 er 4, sem er hin positifa leif, þar stafirnir eru 
7. Hér þurfti aldrei l&n að taka. Tökum níi deilandann í 143: 

687934095431238017821859. 
9 fr& 11 er 2, og 5 er 7, fr& 8 er 1, fr& 1 er 0, frá 2 er 2, 
fr& 8 er 6, frá 7 er 1, fr& 1 er 0, fr& er 0, ír& 8 er 8, fr& 
11 er 3, og 3 er 6, fr& 11 er 5, og 2 er 7, fr& 11 er 4 og 1 
er 5, fr& 11 er 6, og 3 er 9, fr& 11 er 2, og 4 er 6, fr& 11 
er5, og 5 er 10, fr& 11 er 1, og 9 er 10,fr& 11 er 1, ogOerl, 
fr& 4 er 3, fr& þremur er 0, fr& 9 er 9, fr& 1 1 er 2, og 7 er 
9,fr& 11 er 2, og 8 er 10, fr& 11 er l,og 6 cr 7,sem evnega- 
íif leif, þar stafirnir eru 24, þ&- 7 fr& 11 er 4, sem erposieí/leif. 
í sama dæmi er kvótans leif = og afgangsins =^ 4. 
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Hér var fyrírskrifað að byrja frádragDinguna hœgra megÍD, en 
þó er enn belur samkvœmt (143), að byrja hana vinstra megin, því 
þá þarf ekkert að skipta sér af, hvort stafafjöidinn er jöfn eður 
öjöfn tala, svo aldret þarf að subtrahera frá 1 1 vegna stafaíjðld- 
ans, til að fá hina positifu leif, ef ekki þarf að taka til láns 11 
á annað borð. Frádragningin verður hér ætíð rétt, en ekki öfug, 
eins og stundum i hinni aðferðinni, t. d. þegar stafirnir eru 2, 
þaer leifin eptir (143) = 6 — ^i, og þetta er einmitt það, sem 
gjðrt er í þessari síðari aðferð með því að draga tugastafinn frá 
einingastafnum. Setjum nú, að stafirnir væri 3, þá er eptir þessari 
aðferð dreginn hundraðastafurinn frá tugastafnum, það er 6^ — 
&,, og þetta aptur frá einingastafnum ; það er 6— (ö| — ^a) 
= 6 — bi + b^y sem er hin rétta po$itifa leif eptir (143). 
Hér af sést, að hvort sem stafafjöldinn er jöfn eða ójöfn taia, þá 
er œtíð frádragningin rétt, en ekki öfug. (Hina aðferðina fyrír- 
skrífar Fallesen). Af þessum er sfn aðferðin betri í hvort sinn, 
eplir því hvar sjaldnar þarf að taka 11 tii láns. 

150. Leifaprófsaðferðirnar verða skiljanlegar af þessum 
eptirfylgjandi setningum : 

1. í samlagningu á summa leifa samleggjandanna gjðrð 
að minnstu leif að vera = leif summunnar, samber (110). 

2. i frádragningu á leif minkanda að vera = summu leífa 
frádraga og mismunar, gjðrðri að minstu leif (25, 2). 

3. í margfðldun á framkvœmí leifa margfalda og margfaldanda 
gjört að minstn ieif að vera = leif framkvæmis margfoldunar- 
innar(llO). 

4. í deilingu á framkvæmi leifadeilis og kvóta gjðrt að minstu 
leif að vera = leif deilanda, ef enginn afgangur er; en sð af- 
gangur, þá á leif hans að leggjast við framkvæmí leifa deilís og 
kvóta, og á þá að framkoma leif deiianda (58, 8). 

Dæmi. Að préfa og sanna samlagningardæmið (20) með ni- 
undarprófi : 

678345 = 6 (mod. 9) 

5321 = 2 {mod. 9) Samber (110). 

4894 = 7 (mod. 9) ^ 

688560 = 15 (mod. 9) o: 6, því 5 + 1 = 6. 
Eins er 6 + 5 = 11, o: 2; 2 + 8 = 10, o: l^; 1+8 
= 9, o: 0; þá er eptir 6. 
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=« 4. 

Nú deilíDgardœiníð (143) með 9. 
Leif deilis Leif kvóta Leif afgangs 

7 X 6 + 8 = 50, 3: &. 

Elns er leif deilanda ^ 5. 

Nii með 11. 
Leif deilis Leif kvóta Leif afgangð 

4x0 + 4 =* 4» 

EíDS er leif deilanda = 4. 

Atfaogi. pó vér böfum nú lengi nokkuð dvalið við þetta letfa^^ 
próf, þá er það ekki svo að skiija, að vér álítum það sé gagn- 
legt til daglegrar notkunar, beidur er það af því vér viljnra kynna 
099 eðli talnanna. f>vf f vfsindum eiga menn ekki að meta lær*" 
dóma einungis eptir skiidiogaverði , þvf maðurinn (eða mannsins 
andi^ llfir ekki af einusaman brauði. Til daglegrar notkunar era 
bétri prófireglQr þœr, er reikningsbæltumar kenoaai; enda er leife- 
prófið stuiidum brigðult, og segirekki átfð tii reíkningsviilnannai 
því það segir ekki til, þó tðlurnar skakki um heilaa moduluSf einn 
eða fleiri. Fallesen kveður svoað orði: að áf 9 reikningsvillum, 
sem gjörðar eru, muni 8 sýna sig við níundarprófið, og af 11 
villum muDi 10 uppgötvast við elieflarprófíð ; ' einnig kunni, þegar 
bæðí þessi próf eru viðhöfð, af 99 villum einungis 98 upp- 
komast. 
^ 151. Frumtalnarððin f binni eðlílegu talnaröð er óendanleg. 

f>vf seljum, að einhver frumtala p væri hin síðaata, þá er þó 
(2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13 •••• jp) + 1 tala, sem engin undan- 
gangandi tala gengur upp í, hvorki frumtala né samsetttala. Að 
engin undangangandi frumtala gengur upp f þessu er Ijóst af 
því, að allar undangangandi lY'umtölQr ganga upp f (2 . 3 . 5 • • • • 
p), þvf þær eru bersínilegir gjðrendur f þessu kunngjörða fram- 
kvæmi. Talan (2 . S » ^••••p; + 1 er Ivíliðuð stærð, ogganga 
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imdangaÐgandi frumtðlar npp i fyrra liöqum, en ekki hinuni 8(6- 
ara; hún er þvi ódeilileg með þeim eptir (103, 2). Samsettar 
tölur lœgri ganga heldur ekki npp f þessu, því sé þær ekki 
veldistölur, þá líggja þœr í frurotðlunum, en si þœr veldistðlur, 
þá ganga þœr upp i hvorugum liðnum. f>etta binomium eðatvf- 
líðuð stœrð er þá annaðhvort flrumtala ellegar deiUleg með frum- 
tðlu, sem er stœrri eii p, En hðr með er þá sagt, að til si 
frumtala stœrri en p. Svona gengur það óendanlega: að frum* 
talnanna framkvæmi bendir á flrumtðlu fyriif ofan sig, eða ofan 
þœr. 

152. f>að á beima í vfsindalegri skoðun talna, aðvita, hvar 
í hinum þremur talnamyndum (140), hver tala á beima, h'kt og 
8;^nishorn er geOð (146). f>ess vegna viljum vér aetja oss það 
verkefni: þegar tala er gefln, þá að flnna hennar frommoiti/us. 
Hvað fyrstu myndinni viðvíkur, þá er þetta verkefni leyst (145). 
£n til að vita, hver frummodulus sð taina, sem ekki eru muUipla 
af 2 og 5, eða þeim einungis, þá má fyrst skrifa 1, og síðan 
smámsaman bæta þar aptan við núllum, deiia svo þessu með 
hinni gefnu. tOlu, þangað til leif kemur, sem annaðhvort er= i, 
og þá er ínmmodulus 999 •• • •, og talan á heima f annari mynd 
og heilir g, ellegar leif kemur, sem er =--* 1, eða poaiUf leif, 
sem er einum minni en. hin gefna tala, þá er frummodu/us ^ 
1000 •••• 01, og talan á heima í þriðju myndinnl og heitir h. 
pin viðbættu núll segja i báðum þessum myndum indexinn t. 
Ðæmí: Sé fefln talan 41. 

41) 1 (0,02459 

ro 1 10 


n = 10 100 

82 . 
fa = 18 180 
164 
ra = 16 160 

123 
r4 = 37 370 



1 1. Tatan er g^ 
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Sér þýðir r^ leif eða re»iduum (104) að eoga oúlli víðb^Ua, 
ri að einu núlli viðbætto, o. s. fcr. Hér er tmmmoduhu 99999 
eða eiDs mOrg 9, Bem núUam var viðbælt, þvíefvðrdeilamþesa- 
um frummoduhM með 41, þá geagur app: 
41) 99999 (2439 
82 
179 
164 



m 

12$ 



369 
369 

bg kvótinn verður hir hiim sami sem í fjrrri deiUaguoni, að frá- 
telina núUi framan við hion fyrra. EoþaðnúU, semerfyrirfram- 
an Iiommuna, er óviðkomanda, því þá var enn ekki deilt neinni 
leíf. Annar§ er þe^si reikningnr náskyldur tugabrotum, og i hin- 
um svo kölluða periodisku tugabrotum hefir Bamus þenna ritmáta. 
Ji& tOkum vér annað dsmi og veljum þar tíi tölana 73. 
73) 1 (0,0137 

ro = 1 10 


ri = 10 100 

73 
ra = 27 270 

219 
rs = 51 510 

511 
r4 =—1 — 1 eða r^ = 72 og kvóti 0,0136. 

Talan er því h^ og frummeidulus lOOÖl = 10* + I »t= 10* 
+ 1 eptir (144). Bún geogur opp í 10001, þvf 
73) lOOOI (137 
73 
270 
219 
511 
511 
■~Ö" 13* 
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A6 leíQa 1 verður posUif viö aðra rnyiid talnanDa, er skíljan- 
legt af þvf, að eptir vorrí regla í þegsum tökilið er hafður of stór 
dividendus 1 með viðbættum núUum i staðinn fyrir 999 •••-, af 
þvf vér f fyrstunnt eklci vissam, f hverri myBdinni talan œtti heima. 
Apturámót kemur leifln — 1 fram, eHtpositif leif, sem er ein- 
um minni en divisor, af því vér þáhöfum oflílSnn dividendus nJi 
deila 100 ••••, f staðinn fyrir 100 — 01. 

I>egar deilingarnar verða langar, eins og er við margar tölur eða 
divisora, þá verður þessi niðurröðun reikníngsins fyrirferðarmikil 
f skriptinni; þá hefir Ramus aðra niðurskipun á tðlunum, sem er 
fyrirferðarminni, og er hún þannig við deilinguna með 41, til 
samanburðar við þá, sem er hér að framan í þessum tölulið : 



r^^í 



41 



10 



m = 1 


2 


3 


4 


n. =10 


18 


16 


37 


= 


2 


4 


3 



Hár eru 3 h'nur, hver niður undan annari. f efstu' línunoi eru 
mdeoíar leifanna, þeir eru 1, 2, 3, 4, 5; það er Ita leif, 2« Íeif 
o. 8. frv. í miðlfnunni stendur vinstra megin ro = 1, það er 
núllta leif, þegar ekki er búið að bæta neinu núlli við. I>ar 
aptanvið kemur ^^ = 10. Sá index m við r gildir fyriralla mið- 
Ifnuna, en merkir f hverjum stað töhuia, sem fyrir ofan stendur 
f efstu Hnunni. Yerður þá 
n r^ ra r^ r^ 
= 1018 16 37 1, 
sem skilst af samanburðí við deilíngardæmið með 41 framantilí 
þessum tölulið. Hin þriðja eða neðsta línan hefir f sér alla kvöta- 
stafina 0, 2, 4, 3, 9, og verða þeír að ákvarðast fyrst, hver á 
undan sinni leif, sem upp yflr honum- stendur, og stendur reglan 

í^rir þeirri ákvOrðun vinstra megÍQ í línuiin|,.nefnilefa -^^j — 
sem á svo að 6kiljast: Margfakla r&kal nœstundangangattdl leif 
með 10, {o: hugsa sér aptan við héha) og della síðan með 
divisomum 41, þá skrifast hver kvóti f neðstu línuna; og má 
kveða þannig að orði: 41 í 10 (o: r© með hugsuðu núlli aptan 
við) er sinnum. þetta skrifast f kvótaröðina aptan við jafn- 
aðarmerkið. Með þessum kvóta margfaldást deilirinn 41, og 
framkvœmið dregst frá 10 (o: r© með nulli aptan við), kemur 
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10, sem er fýrsta leif r^ og skrifast fyrir ofan kvóta sina og 
neöan index sinn 1 í efstu línunni. Nú hugsa eg mðr aptan 
við leifina 10, kemur þá 100; þessu deili eg meö 41, koma 2 ( 
kvóta, sem skrifast i kvötarððina níður undan 2 {oi m = 2), og 
segi: 2svar 41 er 82, frá 100 (o: r^ með aptan við) kemur 
önnur leif r^ = 18. Siðan hugsast aptan við hana, verður 
180, 41 þar i er 4 sinnum, sem er Si^ kvóti, o. s. frv. 

153. I»ess er stundum Qarska langt að bíða í þessari deíl- 
ingu, unz leif kemur, sem er = 1 eða — . 1, og þá s;^nist oss 
stundum vert að búa til töflukorn, sem talað er um i (60), og 
bafa það jafnvel á láusum miða, sem renna megi eptir miðlfn- 
unni eða leifalínunDui ofanverðri, sem talað er um ( undangang- 
anda tölulið, svo hægt verði að mbtráhera framkvæmin frá nœst- 
undangangandi leif með hugsuðu núlli aptan við. Yér viljum 
t. a. m. deila með 97, þá skyldi töflukorníð á míðanum lagast 
svona: 



I 

97 


2 3 4 
194 291 388 


5 
485 


6 
582 


7 
679 


8 

776 


9 
873 



m 

»-0 = 1 »'m 
97 
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5 
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8 


9 


10 


3 


30 
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90 


27 


76 


81 


34 
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49 
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50 


15 


53 


45 


62 


38 


89 


17 


73 


51 
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5 
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31 


19 


93 


57 


85 


74 


61 


28 


5 


2 


5 


7 


7 


3 


1 


9 


5 


8 


7 


6 



Digitized by 



Google 



198 



u 


35 


36 


87 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 




86 


84 


64 


58 


95 


77 


91 


37 


79 


14 


43 


42 
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8 


8 


6 


5 


9 


7 


9 


3 


8 


1 


4 





46 


47 


48 


32 


29 


— I 


4 


3 


3 



^essi tala 97 er því A^s, eins og stendur (146), og má prófa 
þenna reíkning, bvarsem vill, með leiíaprófl; þvf allsstaðar vitum 
vér divUor, kvóta, leíf og dividendus. Divisor 97 ^ 7 {mod. 9). 
Kvótinn er seinast (eða við index 48) = 

103092783505154639I7525773I958762886597938I4432 
við hina poiitifu leif 96; og er = 7 (mod. 9), og leifin 96 = 
6 (mod. 9) 

þá 7 X 7 + 6 = 

49 + 6 = 55 = 1 (mod. 9). 

Dividendus er 1 með 48 núllum aptan við og þéss vegna ^ 
1 (mod. % svo þessu ber saman. Reynum vér reíkninginn við 
fn = 19, þá er þar divisor 97, eins og áður, kvóti 
103092783505154639 og leif 17; deillr s= 9 (mod. 11), kvóti = 
9 (mod. 11), leif = 6 (mod. 11), þá 

9x9 + 6 = 87 = 10 (mod. 11). 

DividenduB er 1 með 19 núllum aptan við s 10 (mod. 11), 
svo þvi bereinnig saman. {>að er merkiiegt, að hér er óbafandi 
aðferðin að byrja frádragninguna vínstra megin (149), þvfþáverð- 
ur að taka 11 til láns við hvem einaata staf. {>ar á mót erþað 
augnabliksverk, ef byrjað er hægra megin. En þar núllin eru 
19, og sá 1 fyrir framan er tuttngasti stafurinn, og stafafjðldinn 
er því jöfn tala, iþ& verður að draga 1 frá 11 ; kemur þá poMif 
leif =10. 

154. I>ó stundum sð Qarska langt að bfða, unz leif kemur 
= 1, eins og segir upphaflega f (153), þá segir þó hið nafn- 
kenda Ferrncaá tííeorema^ hvenœr bún sð viss að koma, og jafn- 
vel hvenœr hún kunni einpig íyrri áð koma. I>etta theorema 
orðar Gau8$ og fleiri hér um bil svona: 
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Ef 2> er fnimtala, sem ekki gengur upp f A,og Á^ erhiðlœgftta 
velði t61unnar A, sem samsvarar einingunni (o: er s 1) (mod. 
p), þá er vísirinn x annaöhvort = p — 1 eöa gengur upp þar í. 
péi er fyrst að sanna fyrra hluta þessa lærdðms: þegar nefni- 
lega frumtata p ekki gengur upp i A, þá gengur hún upþ f 
^p-l — ij því þegar muUppla 

A, 2A, iA •... {p — í) A \ 
deilast meðj?, þá koma ýmislegar leifar, það táknumvðr þannig: 
A = r^ {mod, p) 
2A = r^ (mórf. p) 
3 A = r^ {mod^ p) 



{p — í) A = r^^i (mod. p). 

I»egar þá þessar samsvaranir marglaldast saman, eptír (110), 
þá kemur: 

A + 2 A + 3 A •••• Ip— í) A ^ ri r^ r^ r^^i(mod.p). 

|>essi residuá rj, r^, r, •••• r^^i eru nú 

1, 2, 3, ...•(p_l), 

þó ekki eptír röð, heldur ýmislega. Að þessar tölur sh hin 

réttu residua, leiöir.af þvf, fið þau eru takmörkuð bæði afQöIda, 

Btœrð og ýmislegleika. |>au eru að tölu p — 1, að stærð öll- 

saman <Z p, eða minni en modulus, þó meiri en 0, þvf modulus 

gengur ekki upp f \A — {p — Í)A (117). I>au eru öll j^misleg, 

þvf vœri tvö jöfn, þá hefði tvö multipla qA og qiA jafna leif. 

þá væri eptir (103, 5) J)essara leifa mismnnur == 0, og þegar 

bókstaflrnír f (103, 6) væri notaðír, þá væri 

, a — b = (h — fc)n + (g — r) 

og ná skyldí vera (q — r) = 

þá yrðí 

a — h = {h — Tíjn; 

n yrði þá að ganga upp i a — b. Sn f vorinn bér viðhöfðu 

bókstöfum segði þetta, að módulus p gengi upp f qA — q^A 

= {q — qi)A. Nú er það geflð, að frumtalan p gangi ekki upp f A, 

en bers^nilegt er, að p. gengur ekki upp f (q — ^i), þar qog q^ 

eru misjafnir eo'éfficient&r i muUiplunum, allir minni en p, og 

þess vegna mismumir þejrra einnig minni, þvf þegar allar 3 töl- 

umar f frádragningu eru pósitifar^ y& or minuendus stærstur, og 
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bann er hér miQDi en p, þar faér skoðast ekki nema p — 1 
fjrstu muUipla^^t A. Mismunnrinn i frádragningunni Terður þv( 
minni en q, og q minna en j>, þess vegna q — qt <, p. 
ModúluB p gengur þvi ekki upp i { q ^ qi) og ekki upp í A 
epUr áðursögðu, þessvegna ekki upp í (q — qi) A (134). Leif- 
amar eru þvf allar misjafnar. Hverjar geta þá leifamar veríð, 
þar þœr eru allar minni en p, allar misjafnar og að tölu p — 1 ? 
f>a9r verða að vera 1, 2, 3, •••• (p — 1), og allar þessar tölur 
verða að uppvinnast. 

Nú þar gjöranda rðð má vera allavega eptir geðþekkni (46), þá er : 
Ax2Ax3i4---(p— l)i4s 1.2.3 ••••(p— í)(mod.p). 

Hér má nú vinstra megin eptir sama(46) takaallaooe/'/ictentona 
út af fyrir sig, kemur : 

1.5.3 ..•• (p — 1) 
og alla gjörenduma i4 út af fyrir sig, kemur A.A. A • • • •, það er 
(P — 1) fcíctorar, allir samí bókstafuril, það er = A^"*^; þess 
vegna er framkvœmið vinstra roegin vi& samsvðrunarmerkið 

1.2.3 •••• (p — i) A^-^ 
en bægra megin, eins og áður er sagt, 1.2.3..-^(p — 1). 

Congruentian verður þá 

1.2. ^••••(p— 1) í4P-1b1 .2.3.^--(p — 1) Imod.p.) 
eða 

^.^.^••••(p— 1)AP-^ — í .2.3^^.^ (p — 1) =0(mod.p) 
eða 

1.2.3 •••• (p — 1) (AP-^ _ 1) = (niod.p). 

I>etta segir, aðp gangí upp ( stærðinni vinstra megín viðcon- 
^ruenzmerkið. Hún getur skoðazt sem tveir gjðrendur, og þegar 
p gengur ekki upp í 1 . 2 . 3 — (p — 1), verður paðganga 
upp í AP-* — 1 eða 
eða AP-^ — 1 = (mod. p) 

^p— i s 1 {mod. p). 

Hér með er þá sannaður fyrri hlutinn af Fermca$ theoremi. 

155. Til að gjöra oes Ijósara, hveraig leifarnar baga sér i 
(154), viljum vðr skoða talnadœmi og iáta A vera 10, sem .er 
umferðín ( voru talnakerfi {decadiltinn{)\ og-frumtðlunalátum vér 
vera 7, sem ekki gengur upp ( 10, þá verðnr: 
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MuUipla nA ivótar og modidar, 


leifar < 


"•b 


eongruentiw 


1 . 10 = 10 = 1 . 7 


+ 


3 


5: 


A s ri 


2 . 10 = 20 = 2 . 7 


+ 


6 


o: 


2A ^ r. 


3 . 10 == 30 = 4 . 7 


+ 


2 


o: 


3A s r. 


4 . 10 = 40 = 5 . 7 


+ 


5 


o: 


4A s r4 


5 . 10 = 50 = 7 . 7 


+ 


1 


o: 


bA s r. 


6 . 10 = 60 = 8 : 7 


+ 


4 


o: 


6A s r,. 


I>etta seíDtkSta er: 










(p _ 1) 4 = 60 


= 8.1» 


+ ♦•p-l. 




Produetið af eongruentiunum i tölum 


er: 






1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 10« = 


s 3 . 6 . 


2 . 5 


. 1 


. 4 (»noí. 7) 


etia þar röð gjöranda má vera 


eptir geðþekkni 






1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 10« s 


= 1,2. 


3 . 4 


. 5 


. 6 {mod. 7). 



Eins má færa stærðir yflr iim congruenzmev\i\6 eins og yflr 
jafnaðarmerkiö, og skipta um + og — þannig: 
1 .2.3.4.5.6.10«— 1.2.3.4.5.6 = (morf. 7). 
I>etta gefiir sama sem að subtrahera eina congruentiu frá annari 
(110), því 

1.2.3.4.5;6-10« =123456 {mod. 7) 

1 2 8 4 '»5 6 ^12 3 4 5 6 {mod. 7) 

1.2.3.4.-5; 6(100—1) =0 (mod. 7). 

iío{2u?ua 7 gengur ekki upp fl.2.3.4.5.6 eptir(U8); 

þá verður bann að ganga upp í lO^ — 1, því þegar tala skal 

ganga upp í producti, þi verður bún að minsta kosti að ganga 

upp i einhverjum factor þess (118). I>e8s vegna. er 

10« -^- 1 s (mod. 7) . 

eða 10« = l (mod. 7) eða 1000000 ^ 1 (mod. 7). 

En leifln af 1000000 ér 1 eptir (86, 11), því 

I|000j000 

1_ 

1 eða 7 í 1 er sinnum, gengur. af 1. 

Eins mátti skoða 10« — 1 ^ (moá. 7), þannig: 
10« — 1 = 1000000 = 999999 

999|999 
999 
eða 7 í er sinnum, gengur upp. 
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9 15 9 4 

7 ) 999999 
H2857. 
fiér málU og reyna 1000000 þannig: 

m = 1 



■■ 1 
10 



= I 



2 


3 


4 


5 


2 


6 


4 


5 


4 


2 


8 


5 



Eptir (146) er 7 einn af modtiZi^num ^,ogáheima í SJvmynd 
talnanna. Menn geta þá eínnig látið töluna 7 eíga heimá í i^ri 
mynd og vera ff^ með því að hafa helmingi fleirí staíi í stuðli, 
þegar tölurnar éru skornar í stuðla. {>annig er 'með modulana 
Aj. Leifin 6, hin 3ja í próflnu, sem nú þegar var gjört, er post- 
tiff og henni er samfara negatífa leifin — 1, þegar kvótínn er 
ekki látinn vera 2, heldur 3. 

156. Hínn síðari hluti af FerTnats theoremi, að Jægstl vfs- 
irinn, er heitir x, kunni að ve'ra < j> — 1, ^g ganga þá upp í 
p — 1, svo þá nægi að hefja A upp 1 lægra vddi en hið (p — 
1)^^ og frumtalan p gangi einnig þá upp i ^^ -^ 1 , sannast 
þannig: 

yilji nokkur neita þvf, að lægsti vfslr x gapgi upp i p — 1, 
og segja, að þá yrðt afgangur, eða yrði 

p — 1 = mx + r 
því það, að lœgsti vfsir x gangi upp f p — 1, táknast þannig: 

p — 1 =: fWO? . 

en r ætti að vera afgangur,. sem væri minni en o;, en meiri en 
0, það er 

< r < 0?, 
þá yrði 

^mx+r _ 1 = (mod. p) 
eptir fyrra parti theoretnsins. En þessi congruentia fæst með 
því, að setja ma? + r sem exponentsvS Á, f staðinn fyrir p — 1, 
sem er = mx + r. 
Nú er áskilið 

A^ — 1 s (mod. p) 



Digitized by 



Google 



203 

og þar af leiðir 

^mx _ t = (mod. p) 
því A^^ — 1 cr muUiplum af A'^ — 1, eptir (64, series A), 
sem heimfœrt er upp á tilfellið a — 1 i (142). Hér viljum véf 
iiefnilega segja, að ef j> gengur uppf factomum A^ — í, þá 
gangt p einnig upp í hónum margföldum (103, 3) nefnilega í 

^mx+r _ j — (mod. p) 
og A^^ —1=0 (mod. p) m btr. 

^mx+r _ ^mx _ (mod. p). 

En A"*^+' = A™* . A^ þess vegna 

A^^^il' — A°*^ = (mod. p) 
eða ^'"^(A^ — 1) s (mod. p) 

með þvf að útiloka sameiginlega factorinn A^^^ en inniloka bina 
ósameiginlegu gjörendur A^ og 1 í sviga, 

Nú gengr p ekki upp í A™'^, því það á ekki að ganga upp 1 
A eptir skilyrði theoremsins og þá ekki upp 1 A"* (118),því A"^ 
þ;^ðir AAA •••• (mx gjörendur); þá má p til að ganga upp í 
A' — 1, cða 

A' — J = (mod. p). 
£n þetta er ómögolcgt, þvi x er hinn lægsti vfsir, sem A getur 
haft til þess að p gangi upp í veldi þess, þegar 1 er dregina 
frá þvf; en r er leif minni en x, sem afgengur, þegar p — 1 
er deilt með x, þvf p — 1 var sett = mx + r; átti þá r að 
vera meira en 0, og fyrir það ^r vor seinasta congruentia ósönn. 
Eq mcgi r vera ^ 0, þá verður húa sönn, því þá er p — 1 = 
mx^ eða x gengur upp i p — 1, eða er mbmultiplum þess, og 
congrumtian verður 

^o _ 1 _ (mod. p) 
eða 1 —1=0 (mod. p) 

cða = (mod. p) 

en þetta era ekki míkil tfðindi,. að p gangi upp f 0, þvf það er 
þar f sinnum, ojg; gengur ekkert af. Af þessu leíðir þá 

p — 1 s (mod. x) 
nefnilega x, sem gefur A^ — 1 = (mod. p), gengur upp f p — 1. 
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157. Dœmi uppáþað, hverDÍg FermatsthéorimágetvxUug'- 
Tekju um það, hversu lengi deila þurfi, udz leiBn «== 1 kemur, 
eru allar tðlamar ^ og h i (146). {»ar er nefnUega: 
p = 3,7,11,13,17,19,23,29,11,37,41,43,47,53,59,61. 

1>— l=;=ma:=2,6,10,12,16,18,22,28,30,36,40,42,46,52,58,60. 
m = 2,1,5, 2,1, 1, 1, 1, 2, 12,8, 2, 1, 4, 1, 1. 

X = 1,6,2, 6,16,18,22,28,15, 3, 5,21,46,13,58,60. 

p = 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

p— l=ma?=66, 70, 72, 78, 82, 88, 96. 
m = 2, 2, 9, 6, 2, 2, 1. 

X = 33, 35, 8, 13, 41, 44, 96. 

Eptír fyrra hluta thoremsinM á frumtalan 41, sem ekki gengur 
upp ( 10, að ganga upp í 10^^—1, eða gefa leiflna 1, þegar 1 
með40núllura aptanviö er deiltmeð41, eða 10*<*= 1 (rwod. 41). 
En síðari hluti theoremsiní gefur von um, að lO^ kunni og svo 
að gefa leiflna 1, þegar þvf erdeilt með 41, svo lægsti exponens 
vœri = 5, og mo: = 8 . 5 = 40, það cr 40 s {mod. 5). 
En vissuna hér.um gefur deilingin (152). Fyrri hlutinn setur 
vfst takmark, nær leifln 1 komi, en síðari hiutinn gefur von um, 
að leifin kunni koma fyrri, nefnílega við submultiplum þess vísis, 
sem fyrri hlutínn tiltekur. 

{>etta tölukom i núveranda tðlulið (157) er nokkuð áannanveg 
en í (146), því allar tölurnar h i (146) em hér skoðaðar sem ^; 
en indexinn við g er þá líka tvðfaldur við þann, er h áður 
hafði. I>að sást á dæminu (155), þar sem modului er 7, að 
þegar negatifa leifin — 1 kemur, þá má halda áfram deiling- 
unni til bíns tvöfalda index, kemur þá positifa leifin 1. þvf 
leifarnar koma þá eins og hinar sðmu í rðð, en allar ðfugar. 
f>v( eins og 6 er samfara — 1, svo er, þegar kvótlnn erhafður 
um 1 of stór, 4 samfara — 3, 5 samfara — 2, og 1 samfara 
— 6, sem finst, þegar dregið er firá modulus eða deilinum 7, 
Bvo leifamar ( ^ eru 

3, 2, 6, — 3, — 2, — 6. 

Eins fylgja kvótamir ððru merkilegn Iðgmáli ; þeir fylla 9 ( rðð 
í hinum fyrra og 8(ðara helmingi. ^eir vom ( þessu dæmi: 
1,4,2 
8, 5, 7 

Summa 9, 9, 9. 
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Af þegsa sjáuin vér, að g myndar og yflrgrfptir heilar oaiferðir 
kvóta og leifa, en h elDungis hálfan Vér getumþvf sagt: Hlnir 
Jöfnu indexar flf""* innibínda 1 sér A»nna indcxa. 



I>egar frumtala p ekki gengur upp f A^ þá gengur 



158 

p* upp í AP^~'(P->>-l 

Sönnun fyrir þessu má vera elns og í (154). Yðr skoðum 
nefnilega hin fyrstu p^ muUipla af A, en hlaupum þð fram hjá 
þeím af liínum sömu, sem undir eins eru multipla af p; en þessl, 
sem yflr skal hlaupa, eru: 

pA, ipA, ZpA,**'* p^A^^^^p^A^'-'p^A 
sem finnast með þvi að multiplictra pA með tðlunum 

1, 2, 3, ••••p,-«--p*, •♦••i)*'"i 
og eru því að tölu p*^i. 

{lin muUipIa^ sam þá eru éptír, og vér höldum, eru: 
ui,2^3A--..fp— lM,fp+l)A----(p2--IM,(p'+lM,.-^ípa--i)^, 

f>essara muHipla fjöldi fæi^t, þegar ^Oldi hiana burtyðrpttðu 
~ pa— i, er dre^inn frá fjölda þeirra, sem fyrst voru tekin, sem 
Tar — p*; svo Qöldi þeirraj sem vér höldum, er 
= p* — p*""^ = p^'^Hp — 1). 
öll þessi muUipIa^ deild með p^ gefa ;^mislegar leifar^ eins 
og í (154) 

il = >! \ 

2A ^ fa 
3A ^ f3 

Ó^-*)^^"p-^^(niod.p«) 
(p +1)4 ^ fp +1 



V+i 



. (p«-l)ii 
(P'+1)A i 

(pa — 1)A s fpa-i- 

Að residua i ^e^tum congruentiMn . sé öll 'ójðfp, kemur a( 

sömu orsök sem i (154), nefiiilega ef tvœir af þeim leifum vœri 

Jafnar, þá yrðí p^ að ganga upp f tilheyrapdi m^HipIa mismun 

(103, 5), þess vegna annaðhvort upp f A, ellegar þeirra coéffiei- 
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enta mismun. Eq þaS er f skilyrði, aö p, og enn heldur p^ 
gangi ekki upp f A. Upp f eoefficientanna mismun gengur p^ 
ekki heldur, þvf slœrsti co'éfficientinn i muUiplunum er po^""^; 
sem er <; p^. EngiDn af coefficientunum getur þvf orðið svo 
stór minuenduB l frádragnÍDgunni, að p^ geti gengið upp f co^ 
effieientanna mismun. Af þessu leiðir, að allar leifarnar verða 
misstórar, (128) eða (134). Til að gjðra p^ ösammælda öllum 
eoefficientunum multiplanna var sneitt hjá þeim, sem voru mul' 
tipla af p. Vér getum þvf skrifað upp congruentiurnar aptur, 
Ifkt og f (154) og (155), margfaldað þær saman, tekið product 
coefficienta muUiplanna sér, factoranna A sér, og leifanna sér. 
Verður þá product coefficienta muUiplanna . fiama sem product 
leifaDDa eíDS og f (154) og (155). Product faetoranna A yerHnt 
^pa— i(p«i) nefnilega A með vfsi jðfnum hinna teknu muUipla 
Qölda. Eemur þá fram congruentta þannig: 
1.2-3-.--(p— l)ó)+l)..-<p*— l)(þ«+l)..-.(2>a--^i)AP°^~^<P--í) 
sl.2.3..-.(p— l)(p+l)..-.(p*— l)(p«+l)....(pa-i)ffnod.i>a). 

Nú má flytja product leifanna yflrum con^ruenjsmerkið með — , 
og útíloka hinn sameíginlega factor, sem er leifapro^uc^'^^ en 
inniloka hina ósameiginlegu factora A^^^^^^"'^^ — 1, kemur: 
1.2.3.... (p — 1) (p + l)....(p«— 1) (p«+l) .... (p«— 1) 
^^pa-i(p-i) _ 1] ^ (mod. pa). 
I»ar nú pa er ósammœld ðllum factorunum, sem eru fyrír 
framan [ ], þá gengur húnekki uppf þeirra pro{2ticet(134)}þáer 
epUr (118). 

^pa~i(p.i) _ 1 ^ ^^^^ ^a). 

159. Setningin (158) nœr einnig til fleiii frumtalna, þvfþeg- 
ar frumgjörendur samsettrar töhi 

N=z pflpfap?3.... 

ganga ekki upp f A, gengurbánupp f A^ — 1, þegar 

X =» p^-^^(pi-l)p^-^i(p,-l)p?3-^^(ft-l).... 
Setjum til að stytta: 
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P?*~*(Pi-t) = m, 

pf»~^(Ps=í) == m, 0. 8. frv. 
Setjum eno framar i (64, serieí A) 
a = 1, n = mn, 
þi verður þar 

þá gengur x — 1 upp í x^^ — * I , svo expanentinn má vera sam- 
setturaf fleírum faciorum. Setjum nú aptur x^A, þá veröur: 

2 7 deiliDg, sem gengur upp. 

Nú er A"^^« (A*")" Dg 

^ — einnig deiling, sem gengur upp cptir (64, series Áh 

Ems væn — ;; . 

A" — 1 

I»egar þá hinar upphaflega nefndu styttingar notast, verður: 

^iiiim,m,...._j ^ Q ^^^^ (A"**— 1)) 
(mod. (A"»— I)) 
{mod. (A""*— I)) 0. s. frv. 
og í fyrsta moduíus uppgengur aptur jpj^, í öðrum pf^, í þriðja 
pf3 , 0. s. frv. eptir (158). 
Nú seltum vér i fyrstu 

þá gengur talan pf^2>?*pf* •••• upp í 

^pjiai-i(pj-i)p,aa— l(p,-i)p,a3— l(p,-i) ••••_! 
^ þegar frumgjörcndurnir Pi,P3,P3 •••• ekki ganga upp í A. Ell- 
egar talan pf*pf*pf^ •••• gengur upp í A^— 1, þegar 

X «=pfi-^(pi-l)i>?í-i(p,-l)p^^^<l>s-^l)— • 
£n þar þetia hvflir 4 FermaU iheoremi, og hér er eiginlega 
ekki um sjálft productið að gjðra, heidur iim að uppgaógi, þ& 
nœgir miaBti samdeilanðl Uli^uina: 
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P^""S Pl-U Pf''~\ P2-Í, 1>^"^S-P3-1,-', 

8V0 þá má jafnvel vœnta, að x megi vera submxiltiþlum hins 
miDsta samdeílanda hinna nefndu talna. 

160. Af næstundanganganda tölulið, samt (140) (141) (142) 
(143) (154) (156), má læra merkileg eðli talnanna, því flest, sem 
þar er sagt um tugakerGð,. má heimterast upp á ÖU önnur töln- 
kerfl, með því að setja A eða umferðina í staðinn f^ir 10. En 
tilaðútbreiðaskoðunvora um bin aimennu eðli, viljum vér fram- 
setja þá lærdóma hér 

1. Sérhver tala, semgengur upp f kerflsumferðarinnar <ta veldl 
(141) {t er stafaQðldínn, sem hafður erfstuðli), gengur uppítöla 
skrifaðri f A tölukerfi, ef hún gengqr upp f t séinustu stðfum 
hennar, eða f seínasta stuðlí; annars verður afgangur sami sem 
af seinasta stuðli. Merk: Til aðgreiningar er hérsett stryk yfir 
töluna^ þegar hún er skrifuð í öðru en tngakerfi. Kerfisumferðin 
1 flmtarkerfl er 5 = Tö; nú skal t vera 2, þá er 5* = 'Tuir. 
Tölur, sem ganga upp f 25, eru ekki aðrar enn 5 og 25. Sé 
nú Töö" skorið í stuðla eða gjört Tjöö með 2 stöfum i hverjum, 
þáganga bæði5 og 25 upp í núUunum. Tökum nú 100 ="^00 
= 4Joo, þá ganga 5 og 25 eins upp í þeim núlluin.. far á móti 
ganga ekki 25 upp ( Tí^ö, = 110, þvf 25 ganga ekki upp í io, 
en 5 ganga upp þar f, því io = 10 eða 2 fimtir. 

2. Sérhver Cala, semgengur upp í A* — 1, eða upp íhæsta 
staf kerfisumferðarinnár skrifnðum nokkrum sinnum = tsinnum, 
bún gengur upp í tölu skrifaðri í A tðiiikerfi, ef húh gengur 
upp í stuðla þversummunni; annars gefur hún sama afgang sem 
stuðla þversumman, (142). f sjöundarkerfi er hæsti stafur 6, og 
ef í = 3, þá verður "eee" frumfnod«ZM« = 342 eptir (11). Upp 
í honum ganga 2, 9, og 19. . Tökum nú 1234& = 3267, og 
skerum þátöluí stuðla með t =.3« svo: i2|Bíö; leggjum stuðl- 
ana saman ____ 

12|346 ' 

360 ' 

Stuðlaþvepsumman er W = 189, sambcr (íl). Tíú erað vita 
bvort 2; 9, 19 ganga Upp í þversnmmuniii. . 2 gaoga ekkl upp 
l henni Töq = 18», heldur gefá leif = 1 ; eins ganga ekki 2 
upp { I2345 = 3267. 9 ganga upp i sSo » ISd^ éinnig upp í 
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Í2ÍU5 == 3267; 19 ganga ekki upp í Seö = 189, heldur geCa 
leiíifla 18. 19 gaoga beldur ekkí upp i líuS = 3267, heldur 
gefa eins leifina 18. 

3. Sérhver tala, sem gengur upp f A^ + h Þ^ð er kerfis- 
un)ferðárinnar ^ta vcldi að viðbættum 1, gengur upp ítöluskrif- 
aðrl í A tölukerfi, ef bún gengur upp i stuðlaþvermismuninum ; 
annars gefur sömu leif sem hann (143). Sé A = 11, og < = 3, þá 
er 113 + 1 = 1332 == 4 . 9 . 37 = íööl eptir (10), og er 
þetta ^mmmodulus í elleftarkerfi, þegar 3 stafir eru hafðir í stuðií. 
Tðkum nú töluna mlð í elleftarkerfi, skerum bana og tökum 
stuíðlaþv.ermismuninn 

- "• I2|a45 

12 



i5i = 399. Sambef (11). 

Nú er að reyna deilingarnar með factorunum 4, 9, 37. 4 
ganga ekki upp í 333 = 399, heldur gefa leifina 3. Sama et 
með mid = 17715 eptir (11). 9 gangaekki upp í þessumtöi- 
nm, heldur gefa einnig leifina 3 í báðum. 37 ganga ekki upp { 
tðlunumj beldur gefa í báðum ieif ^' 29. 

4. ' FvuTnmodularnir i ölium kérfum skrlfast eins og f (144), 
)avað 1 og snertir, en hœsti tðlustafur umferðarinnar er ýmis-* 
legur i ýmislegum kerfum, t. d. f fimtarkerfi er bann 4, í sjð* 
undarkerfi er hann 6, í. elleftarkerfi er bann (10) eptir skrifmát- 
anum í tölulið (6) 0. s. frv. Umferðin táknast eins í öllum kerf- 
um, nefnilega 10 eða 10, hennar annað veldi To^ = Toö 0. s.frv. 
Hér af leiðir, að A*— 1 er sama sem hæsli stafur kerfisumferð- 
arinnar ritaður nx)kkrum sinnum =.e sinnum, eins og segir bér 
(160, 2), því t.d. í elleftarkerfi er 15^— T= íiiö^ = 121 — 1 
= 120 = 10 . 11 + 10 = (ío)(io). Hér er hæsti stafur um- 
ferðarinnar skrifaður tvisvar, það cr 10 elleftír og 10 einingar. 
Eins er lö^^ = 1000-^. Hér má ekki segja: 1 frá 10 er 9, 
heldur 1 frá 11 er 10. f>essir 11 eru teknir til láns af T^ sem 
er fyrir framan nullin og þýðir U'; hann verður þv( ÍO 1 11* 
+ 10 . 11 + 10 = (íöxíoxío), það er 10 elleflír annarar stétt- 
ar, 10 elleftir og lö einingar. Fengi.bann aptur sína minstu 
einiBígu, þá yrði bann 10 . 11« + 10 . 11 + 11 = 10 . U* 
+ 112 + = 11. ll^ + + =^ iíK 

ð. Tala,. sembefir ísir eiöungisínHnfaöíoröeinhycrrarkepfis- 

14 
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umreröar, einn eðafleirí, gengur upp i þvi veldi kerflsumferðar- 
'iDnar, sem heflr fyrir exponent stœrsta exponent faetoranna l 
divi9or (145). Nú getur kerfisumferðin verið annaðhvort ein fnim- 
tala í einhverju veldi, svo sem p* ellegar fleiri, svo sem pf^ pf^ 
— , og svo skyldi vera spurt um aðra tölu pf^ pP^ • • • •, upp í 
hvaða veldi töUmnar pf* pf^ •••• hiin gengi. í>áer aðleitaeplír 
þeim exponent á meðal Pt, Pj,**** sem stœrstur er, og hcQatöl- 
una p^^ pf^ — upp í það veldi, er hann bendir á. Nú skyldi 
meðat exponentanna ^i, ^a,**** exponentinn^ Pa vera stœrstur, 
þá yrði að hefja pf^ pf^ • • • • upp 1 hans vcldi, og þá yrði það 
paiPapajPa...., þá gengi pPi pP* upp í p^^^pf^P^ ••••, því 

I^^J^ÍJL = paiPa— PtpaaPa— pa. Að þetta séheil tala, sésl 

bæðí á (135) og líka á exponentunum, því hvað exponentinn 
oipj— Pi snertir, er gefið p, > Pi og þess vegna er ^kexpon- 
fnt posisif. Sama er að segja um síðara exponentinn a^Pj — ^a 
= (aa— l)Pa, því a, gelur ekkí verið < 1, því þá hyrfl pjbort 
úr pf^ pf^ , en það er skilmáli setningarínnar, að pf ^ p^^ 
hafl engan frumfactor, sem kerflsumferðin pf^ pf^ ekki heflr. 
En undír eins og ol^ — 0, svo verður og ^j = og gæti ekki 
verið stærsti exponent meðal Pi, Pa,*--- f tylftarkerfl er 12 = 
2* . 3. Upp í hvaða veldi af 12 ætti þá 2^. 3« að ganga? Svar: 
iipp f 12« = 2". 3«, þá er 

912 Q8 

~-^ = 2^ = 2«-«— ^3i-ö— « = 2"— ^3^ 

6. Fermati iheorema hljóðar eins i öllum tölukerfum (154); 
cins er (158) og (159), og getur úttalazt þannig: Sérhver tala, 
sem ekki heflr í sér frumtölur kerflsumferðarinnar, gengurupp f 
hæsta tölustaf umferðarinnar rituðum nokkrum sinnum; það er 
upp í A^ — 1. í tugakerfinu er það 9999«-^^, í Qarkakerflnu 
er það 3333 -••% Samber (160, 4). 

T. fegar tala 2V^ = pf* pf^pf* •••• heflr meðalsinna frum- 
gjoranda nokkra, sem ecu frumgjðrendur kerflsumferðarlnnar^ og 
einnig aðra, sem ekki eru það, þá gengur framkvœmið af hinum 
iymefQdu upþ í stærð, sem táknast með forminu A^, en binir 
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slöari f annari f forminu A^ ~ 1 ; N gengur þá app i Btæfð, s^m 
heflr form það, sem er framkvæmi beggja, nefniléga {A^ — Í)A^ 
Sé A nmferð lölukerQs, þá rítast talan, sem uppgengur i, með 
hæsta staf kerfisumferðarinnar rituðura y sinnum, og þar aptan við 
X núllum. Tökum vér til dæmis töluna 2^ 5*. 3 = (2». 5*) 3 = 
600; 2\ 5« gengur upp í (2 . 5)3= 2». 6»^ 1000; og 3 ganga 
upp í lO^ — 1 (eptir fyrri hluta Fermats theoremsins) = 99. 
f>ess vegna gengur 2\ o^. 3 upp í 99 . 1000 = 99000. f cssi 
fyrirsetta tala 2^5^.3 gengur einnig upp i minni tölu, þvi 3 
ganga upp i lO^ — 1= 9, samkvæmt síðara hluta JRermatt theo^ 
remnm; |)ess vegna gengur hún eínnig upp í 9000. Að hin 
fyrirsetta tal^ 600 gengur upp i enn mins^i ^^ðlumi er v^tanlegt 
Hér talast einungis um veldin af 10, og um pxjipmodukLna 999 
••••. Áð heimfæra þetta upp á önnur kerQ. et hægt hverjura 
sem viU. 

161. Leysa má verkefnið (10) á nokkuðannan veg, en þar 
er .gjört. Yér viljum til þessarar skoðunar nota formuluna (9). 
Bin gefna tala sé N, þá verður: 

N = ftDV'-.-cU*+áC^+ cTP+bU + a. 
Reglan verður þá þessi : Deil 'N með umferðinni U, gengur 
þá U upp i öllum þeim liðum, sem Ú er facior i, en eininga- 
stafurínn a kemur þáfram sem residuurn fyrstu deilingar. EvóU 
fyrstu deilingar verður: 

TcUV-—^ .... eU*+ dU^+ cU + b. Eesid%vum = o. 
Ðeil þessum kvóta aptur með U, kemur þá b eða umferðatala 
fyrstu stéttar i residuinu annarar deilingar, en kvóU þeirrar deil'^ 
ingar verður: - 

feí>l*'~2.... eU^+ dU + <?. EéHduum r,= i. 
Ðeil þesstim kvóta enn m^dU, kemur c &em re«t(fuum þriðjá 
deiBngar, og kvóti 

:'kU^~^*'*' etr + d. tíesidúum = c. 
Ðeil bonum með Úp kemur d, s^m er residuum íjórða deil- 
ingar^ en kvóti IQórðu deilingar.er; . 

JrPl*'""*-'*- +e. ^éBid^M ^ d. 
Eemur þá e eða residuum fimtu deilingar, o. s. frv. 

14* 
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DæiDi sé sama sem i (10), að rita ártalíö 1855 f flmtarkerfi. 
Ðeilingamar eru: 

5) 1855 leif Ito deilingar 

1 — 2« 

4 — 8iti 

4 _ 4?)u 

2 _ 5ta 

0." 

Ártalið { flmtarkerfl =: 24410, eÍDS og í (10). Nú mál(ka,er 
vill, fiDnakvótana eptir bókstöfunum útaf leifunum og veldunum 
af 5, sem er P/ |i. = 4, þvl hœsta veldiö af V er J7*. Deii- 
ingamar og liðirnir eru 5, en seinasti liðurinn hefir ekkert V í 
tðlunni N. pi em 

deilingaf 5ta 4** 81» 2" Ita 

leifarþeirra (^ ^ ^ ^ ^ 

kvótamir 2 14 74 371. 

Nú var eptir bókstðfunum 
fyrstu deilingar kvóU eJJ^+ dlP+ cV + b 

2.5»+ 4.5^+ 4.5 + 1 =371 
annarar deilíngar kvóti eXP + dV + c 

2.52+ 4.5+4 =74 

þriðju deilingar kvóti eV + d 

2.5+4 = 14 

fjórðu deilingar kvóti c 

2 =2 

ílmtu deUiDgar kvóti 0. 

Tii að ákvarða þaoDÍg sérhvem kvóta, þarf leif Dæsthærri 
deiiiDgar. I>es8 vegna þarf sjðttu deíliDgar leíf tii að ákvarða með 
þessum hætti fimtu deiliogar kvóta, því leif sú er co«/f»cten£ haDS. 
I»essa leif er samt hægt að fiuDa, með þv( að deila i sjðtta sIdq 
og draga frá dellanda þannig : 5 ( er siDDum. NúllsíDDum 
5 er 0, frá cr 0. Sjötlu deiliDgar leif erþv( 0, ogþar húner 
eoefficient fimtu deilíDgar kvóta, þá er sá kvóti = 0. ^essl út- 
reikDÍDgur kvótauDa er ekki til þess að fiDDa þá, þvi þeir eru 
áðurfuDdDir, heldur til að prófa þá og gegjDumgaDga alla reikD- 
iDgsÍDS króka. 
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162. Sirhver tala Terður oppleyst í eintóm veldi af 2, þvl 
ekki þarf annað til þess en að rita hana í tvistalcerfi, og talia 
siðan veldin út af henni, t. d. ef leysa skal ártalið 1862 upp í 
töm veldi af 2. 

2)1862^ leifO 

1 

1 







1 



1 
1 
I 

0. 
þá 1862 í tvistakerfl = 11101000110, það er 

2»o+ 2»+ 28+ 2»+ 2«+ 2, 
því tvistnr lOda stéttar 'er 2»°, o. s. frv. Vilji eg finna veldin 
útreiknuð, þá eru þau þessi: 



2) 


931 


2) 


465 


2) 


232 


2) 


116 


2) 


58 


í) 


29 


2) 


14 


2) 


7 


2) 


3 


2) 


1 



2'^''= 


1024 


2» = 


512 


28 = 


256 


2« = 


64 


2« = 


4 


2» = 


2 



samtais »= 1862. 
f»egar talaa er oddatala, þá verður fyrsta leiQn = 1, sem er 
einíDgastafQrinn, en þessi eining eða 1 = 2^, svo bún er Kka 
nokkurs konar veldi af 2. 

163. Sérhver tala verður einnig uppleysti poHtif og nega" 
tif veldi af 3, og þar til þarf ei annað en rita hana f þrista- 
kerfi. £n einungis gœta þess, aö þegar leif ætlar aö koma ^ 
2, þá að auka kvétann ura 1, svo leifin verði þá = — í, t. d. 
1862. 
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z )tm ieíy — 1 ' . 

3 ) 621 > r- 

3 ) 20T ' * 0' 

8 ) 69 

3 ) 23 " - — 1 

3) 8_---- — 1 

3) 3_- 

3) !_•••• +1 

: 

þá 1862 i þristakerO = lolíoool. Þar sem leifarnar eru nega- 
tifar, skrifast hér minusamir upp yQr þeim." Veldm eru þá: 
37_36_34_3o 37= 2187 

— 3 ^= — :245 

1944 

— 3 ^= — 81 

1863 

— 3 ^= — ' 1 

1862. 

Tugabrot (Fractio decimalia). 

164. Tugabrot (fractio decimalis) er það brot, sem hefir 
fyrir nefnara tugaveldi, eða 1 með núllum aptan.við, en teljar- 
inn má vera hvaða tala sem vera skál, þó eptir vissum reglum. 
I»essi brot skrifast með sérlegum bætti, eins og frambald tuga- 
kerflsins, til bægri bandar frá beilu tölunni, ef nokkur er, og 
greinast frá benní með kommu, en nefnarinn skrifast ekki, því 
menn vlta bann eptír reglunum. Eíns og í beilu tölunni hver 
stafur merkir 10 sinnum minna við hvert sæti, sem hann færist 
nær hægri hendi, svo er einnig líka i tugabrotunum, t. d. 32,4923 
eru 32 heilir, 4 tíundu partar, 9 bundruðustu partar, 2 þúsund- 
ustu partar, og 3 tíuþúsundustu partar == 32 + i^+í-§ö+ 
lióo + Tó oöö = ^2 Y^-f-lf, þvídnaiog stefurinn í ein- 
ingasætt þýðir lOsinnum minna en ef bann væri í tugasæti, svo 
er og sbafurínn næsti eptir kommuna 10 sinnum miinni að giidi 
en ef bann stæði næst fyrlr framaa komjuuná. Hainn telur þar 
tíundu parta, sem eru 10 sinnum minni en eíningarnar. Eins 
og nú næsti stafur eptir kommuna telur tíundu parta, svo telur 
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og annar alafar eptir kominuna 10 Bionum lœgri stélt en hinn 
fyrsti, hann telur hundroöosta partana, hinn þriSji þúsundastu 
partana, sem eru 10 sinnum minni en hundruðustu partamir, o. 
8. frv. StaBrnir fyrír aptan kommuna heita tugabrotsstaflr (deei^ 
males) dicimalar. Sé engin heila talan, er sett fyrir framan 
kommuna, svo sem 0, 4 = ^. Til að sjá, hver nefnarínn er, 
þáerætíð sú regla,að í nefnaranum sé eins mðrg núll sem deci- 
malamir eru, og svo 1 fyrír framan þessi núU t. d. 0,49 = ~|, 
M92 = -í^; 0,4923= -J|§^; þar má skrifa undir 
hvern staf og siðan 1 fyrír framan. Sð of fáir staflr i teljar- 
anum^ til þess aö þessi regla geti gilt, þá er sett núll fyrír fram- 
an teljarann, svo mörg, að teJjariun með núllunum fyrir Araman 
verði eins margir deeimalar sem núllin i nefnaranum, svo sem 
í^-o = 0,01; f^öö = 0,001; y^^-^ = 0,0001. Ekkí má 
setja þessi fyllingamúll fyrír aptan teljarann, því það raskar brot- 
inu, því 0,10 þíðlr ekki J^, heldur J^ = ^; 0,100 þýðir 

l^B = roS = Tö- ^^^ ^^^^^^ öldungis ekki brotinu, þó 
bœtt sé núllum aptan við það, þvf þá bætist i lestrínum eins 
mörg núU aptan víð nefnara þess. þannig er 0^6 = 0,60 = 

600 = -^ = -^ s= .JÍ9A o s frv 
U,0W — ^^ — lOO 1000» ^' *• '*'• 

165. Sð komman fíutt úr sínum slað tU hægri um nokkra 
stafl, þá tífaldast lalan vlð hvern staf, sem hún er færð yflr, þvt 
þá verða tfundu partarnirað heUum einingum, hundruðustu part- 
arair að tiundu pðrtum o. s. frv.,t. d. sé komman í 32,4923 
færð til hœgri aplur fyrir 4, þá verður úrtölunni 324,923 = 324 
yH^. SÖ kommaii færö yflr 9, kemur 3249,23 = 3249^^^, 
sé hón fœrð yflr 23, þá kemur 324923, og verður þá öU talan 
heil. Sð þar á mót komman færð tU vinstrí, þá minkar talan 
tífall vlð hvern staf, svo 32,4923 verður 3,24923 = StVoWít; 
sé hún færð fram fyrir alla töhina, þá verður hún öU að brotí, 
og verður þá að setja fyrír framan, þannig: 0,324923 = xnWíHííT- 

166. Samlagning tugabrota gjöríst eptir (20), með því (til 
hægðar) að rita tðlurnar hverja undir aðra, þannig að sömu stétt- 
ar einingar standí hver niður undan annarí. Standast þá allar 
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kommiirnar u. Eíningastafirnir standast á vinstra megin nœst 
kommunum, tíundu partarnir hægra megin viö þœr, o. s. fcv. Tðl- 
urnar kunna þá að ná ójafnt tit hœgri og yinstri bandar. Að 
þessu búnu byrja menn hægra megin að leggja saman. ^ær 
einingastéttir, sem lcngst ganga til bœgri, leggjast fyrst saman, 
Qg skrifast undir strykið svo langt frá kommunnar sæti, sem 
stétt þeirra svarar. f>etta geta menn séð með því að tcljasætía 
i samanlögðu töiunum til kommunnar. 

Dæmi: Leggjum saman tölurnar 3,0021 + 12,999 + 0,9 + 
412,00096 + 0,000004. til hægðar rilum vér þær þannig: 

3,0021 Ilér gengur neðsta talan lengst tí! hægrí. 4, 

12,999. sem er milliónustu partar, skrifast því í 6^ 

0,9 .. . sœti frá komrounni. þar næst 6 niður í 5ta 

412,00096 sœti, þar ekkert á þar við að leggjast. Nú 

0,000004 má segja: 9 og 1 er 10, það er bin 4ða stéit 



428,902064. frá kommunni, skrifast f summuna f 4%a sæti 
frá kommunni. 1 geymdur og 9 er 10, og 2 
er 12, þetta eru þúsundustu partar. 2skrifastþví niðurisumm- 
una i 3JA sæti frá kommunni. 1 og 9 er 10, það eru hundruð- 
ustu pártar, skrifast því i annað sæti frá kommunni. 1 og 9 
er 10 og 9 er 19; þelta eru tíundu partar; 9 skrifast i næsta 
sæti við kommuna, en 1 er heil tala og legst þvi við eining- 
arnar í hcilu tölunum, og þær reglur höfum vér séð áður. 

Sé tölurnar litlar, eða vilji menn ekki skrífa þær hverja undir 
aðra, þá verður jafnframt nákvæmlega að telja sæti hvers tolu- 
stafs frá kommunni, svo menn ekki fari stétta viit. 

Tugabrot má einnig gjöra samnefnd, og það með því aðbæta 
ÐÚIlum aptan við hvert þeirra, svo mörgum, aðaliir addendarnir 
fái jafnmarga decimala, £n vitanlegt er það, að brotin raskast 
ekki fyrir það (164), þar nefnurunum bætast eins mörg núll sem 
teljurunum, svo teljari og nefnari hvers brots margfaldast þá meö 
sama tugaveldi (83). 

í ofanskrifuðu dæmi heflr iengsta brotið 6 decimála; vér skrif- 
um þá allar tölurnar upp með 6 decimölum, þannig : 
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3,002100 Efsta brotið hafði áður 4 decimala, og taldi þi 

12,999000 tfuþúsunciustu parta og nefioari þess var þá 

0,900000 10000 eða 1 með 4 nútiuni. Nú bœtast við 

412,000960 það brot tvönúli, svo decimalamir eru nú 6 

0,000004 og telja millíónustu parta. Nefnarinn er þvf orð- 

428,902064. ín millíón eða 1 oieð 6 núllum. . . Með sama 

bœtti eru ðli brotin orðin að miliíónustu pðrtum. 

167. FrádragníDg í tugabrotum er eins og í heilum töl- 
um, eptir að búið er að raða brotunum eins og í samlagningu 
tugabrota. Hafi minumdus íærn decimala én subtrahendus, má, 
ef víll, fylla skarðið með núllum; en þess er raunar eliki þðrf, 
því það nægir að hugsa sérnúUin, og aðgœta, að núllin verðaað 
álítast sem 9, þegar búið er að taka til láns, samber (27), Sé 
iubtrahendus stærri en minuenduB, þi eubtraheroií minuendus 
fri subtráhendus, verður þi mismunurinn negatif. £n hvor þeirra 
sem stærri er, þi fær mísmunurinn eíns marga deeimala, sem 
sú talan, er hafði þi fleiri. 

Dæmi: 

6,367304 7,259. 4,537 

—0,35263 . —2,52846 —7,4292 

5,014674. 4,73054. —2,8922. 

i öðru dæmínu mi svo taka til orða: 6 fri 10 er 4, er skrif- 
ast. 4 fri 9 (því linað var af eða 10) er 5, skrifast. 8 fri 
8 er 0, 0. s. frv. 

168. Margföldun ( tugabrotum. Tðlurnar margfaldast fyrst 
saman, eins og engín komma væri í þeím ; en ( praductinu verða 
eins margir decimálar sem í biðum gjöröndum til samans. f>es8a 
mi þi afskera með kommu aptan af íramkvæminu. Yerði núU 
aeinast í framkvæminu, eitt eða fleiri, mi varpa þeim burt, þegar 
búið er að setja kommuna. 

Dæroi: 5,43 x 0,23. Fyrst margfaldast saman 543 x 23 
s= 12489. Síðan teljast decimalarnir i gjörðndnnum, þeir eru 
4, nefnilega 2 f hvoruro. f»ar skerast þi 4 decimalar aptan af 
framkvæminu, verður hið rétta framkvæmi þessara tugabrota =» 
1,2489. 

Sðnnun. Skrifa mi gjðrenduma eins og almenn brot og marg«* 
falda þau svo saman, þannig: 

^^^ X Si^-í-n-^ = í.2«9- Samber (95,3) og (62). 
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2A dœmi: 138,5 x 7,695708. 

7695708' Hér eru 7 decimálar tll ðamfiBS í báðum gjör- 
1385 öndum; þess vegna sker eg 7 decimala aptan 



38478540 af productinu, og fæ 1065,8555580. [>es8U 

61565664. núUi get eg á eptirkastað burt, ef egvil,þegar 

23087124.. eg er biunn að afskera þá 7 decimala ogsetja 

7695708 . . . kommuna. Brotin skrifuð sem almenn brot 



10658555580. eru: 

1385 7695708 _ 1 0658555 58[0 ^ 1065855558 

10 ^ 1000000 lOOOOOOJo 1000000. 

Hir sjánm vér, að ðll eru verkin sömu í margföldun hvorratveggja 

brotanna, og þar f liggur sönnuÐin. 

3J* dœmi: 0,007853 x 0,00476. 

Fyrst er að margfalda saman 7853 x 476 = 3738028. Síðan 

tel eg tugabrotsstaflna í báðum gjöröndunum, og eru þeir 11 til 

samans; eg á þá að skera 11, stafi aptan af productinu, en f þvf 

eru alls ekki nema 7; hvernig á eg nú að fara að? Egverð að 

hlýða lögmálinu og telja mér það f núllum, sem 7 vantar á 1 1 ; 

eg skrifa þá 4 núil framan við hið fengna product, og það á alt 

að verða decimatar; en síðan skrifa eg kommu þarfyrir framan, 

og loksins núíl lengst til vinstri handar f stað heilu tölunnar; 

kemur þá hið réttar product tugabrotanna 0,00003738028. Að 

þetta sé samkvæmt margfbldun almennra brota, sést, ef vér skríf^ 

um tugabrotin eins og almenn brot, þannig : 

7853 476 3738028 

X 



1000000 leoooo looooooooooo. 

Eins og nóUa talan samanlögð f nefnurum gjörandanna er jofn 
núllatölunni f nefnara framkvæmisins, svo er decimála\aÍ93i úr báð-r 
um gjðrðndum jðfn decimalaVbXxx framkvæmisins. 

169. Deiling tugabrota. Fyrst aðgætist, hvort deilandi hefir 
eins marga decimála sem deiHr; sé það ekki, þá bætast aptan 
við deilanda núll f decimála stað, svo hann að minsta kosti hafi 
jafnmarga decimala sem deilir. Síðan er deilt eins og engin 
komma væri. Hafi deilandi fleiri decimala en deilir, hvort held- 
ur viðbætta eður óviðbætta með núllum, þá afskerst aptan af 
kvótanum svo margír decimalar, sem áeWanAi hefir fram yfirdeiií. 
Ðæmi hér upp á sð fyrsta margföldunardæmið(l68), notað sem 
deilingardæmi: 
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1,2489: : 0,23; 
Hér eru 4 dm'fTia/áriðeilahda, enekki neiha 2 f deili. þádeilt 
ég;eiiis-og engiB líomma vi&ri. 

23) 12489(543 Hér befir deilandi 2 deeimala fleiri en deilir; 
• 115 þesB vegna afskerast 2 decimalar af kvólan- 

98 um, sem kominn er. Yerður þá kséú tuga- 

92 brotanna = 5,43, eins og áður var multipU" 

69 candus i (168), sem er rétt, þar deilir x kvótl 

69 = mulUplieandm; 0,23 X 5,43 == 1,2489 

og þess vegna 1,2489 : 0,23 = 5,43. 
f»etta mi og skoðast sem deiling aknennra.brota; þá er 
12489 23. 12489^ 100 ^ ,^^ ^, 

iöðöO • íöö= Töööö^ -23' ^""^^^^ í^»' 2) 

1248900 12489 _ 12489 _ 543 _.^^ 

[ OQ \(\f\ 1fW\ ^^^^' 



230000 2300 23.100 100 

Hvað decimalaT]Q\Adí kvótans snertir, má sanna regluna þann- 
ig: I>ar deilir og kvóti margfaldaðir saman eiga að gefa deil- 
anda, þá verður summa decimálaiúnd, divisors og kvóta = deci- 
fna^atðlu deilanda, og aptur á mót e^^címalafjöldi kvótans = mis- 
mun dectmaZatalna deilanda og deilís (25). 

2aí> Dæmi: 56,4 : 0,00015. Fyrst gjöri eg dectma?adeilanda 
jafnmarga divisors, kemur 56,40000 : 0,00015; og við þetta 
raskast ekki stærðirnar (166). Síðan kasta eg kommunum burt 
úr báðum ; það gjörir hér sama sem að flytja þær yflr 5 stafi til 
hægri, og við það margfaldast báðar tölurnar með 10*= 100000 
eptir (165), en kvótinn breytist ekki við það (83); þess vegna: 
56,4 ^ 56,40000 ^ 56,40000.10* ^ 5640000 ^ 07^^00 
0,000 1 5 0,000 1 5 0,000 15.10* 15 ^ ' ^^ "• 

Hér kom þá heil tala út, þaí jafnmargir 'tugabrotsstaftr vora í 
deiH ög deilanda, þegar deilt var 56,40000 með 0,00015; þar 
voru nefnilega 5 decimalar i hvorum; þéss vegna éptir reglunnl, 
sem gefin erfyrir kommuníi}, 5 — 5 = 0; það þýðir, að 0, það 
er: engính tugabrotsstafur, sé ( kvóta. Hið sama segir deilíngíh 
5640000 : 15, því þar er decíma?alalan í deilanda og deili=0 
6g — 0=0 segir, aÖ enginn idecimáí sé í kvóta. Menri 
geta eptir þessári reglu, hvenærsémvili í deílingunni-, sfeð, hvort 
nokkur eða enginn tugabrotsstafúr er kominn eða hvað langt er 
tíl þess hann kemur, eÖa hvað margiir dtcimahxr eru komnir. 
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þannig varf þessu dæmi, þegar 56,4 : 0,00015, efia þegarbúið 
yar a5 deiia 5&4 með 15, tugabrotsstafaQðldÍÐH í diviiendm ^ 
1 , en í divispr = 5, þá var eplir reglunni 1 — 5 = — 4, það 
þýöir, að 4 stafi vantí enn til komoiunnar, en kvótinn, sem þi var 
kominn, var 37, og Ieif=9. ^egar þá hið fyrsta viðbætta núll 
var niöurfœrt til leifarinnar, kom 90, og þegar þessu er deilt 
með 15, kemur kvótastafurínn 6, og engin leif; verður þvíaðfylla 
það, sem vantar i kvótann, með núUum. flinn deildi deiiandi var 
þá oröinn 56,40, endeilir 0,00015; þessvegna: 2 — 5 = — 3, 
það er, að enn vanti 3 stafi i heila tölu kvótans, og það eru 3 
núli. Stundum er það Hka, að aldrei gengur upp, hvaðlengisem 
deiit er; halda menn þá að eins svo lengi áfram, sem tilgangí 
reikningsins nægir, og ekki verður lengur skaði að skakkanum, 
sem alt af fer minkandi. þetta sést betur á næsta dæmi. 
3ja dœmi: 8,74 : 2,4 

2,4)3,74(1,55833 

24 

134 

120 



140 
120 
200 
192 
80 
72 
80 
72 

8 0. s. frv. 

þegar hér var búið að deila 3,7 með 2,4, þá voro Jafnmargír 
decimalar í deilí og hinum deilda deilanda; þess vegna: 1 — 1 
= 0, það er: enginn tugabrotsstafur enn kominn í kvótann, 
beldur einungis öU heila taian = 1 ; hér var því hið rétta sæti 
kommunnar. Næsti staftir deilanda 4 færast niður til leifarinnar 
13, verður 134; þessu er deiU með 24, kemur 5 í kvöta, og er 
það fyrsti deoimal kvótans, því 2 — 1 = 1 eptir sætisreikningi 
kommunnar. Nú erleif 14, en enginn stafureptirí hinumgefna 
deijanda. £n tH að ákvarða kvótann nikvæmar, bætist nu núU 
aptan yið leifina, kemur 140. þessu er deilt með 24, fæst kvóta- 
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stafur 5 annað sipo, og skrifost. Nú g€t eg aptur skoðað sœtis* 
reikning kommunDar og er hann 3 — 1 = 2, þyí nú eru 3 
tugabrotsstaflr í hínnm deiida deilanda, en 1 i deili. þetta segir 
mér, að nú sé komnir 2 deeimalar í kvótann. I>anníg mi alt 
af sjá, hvað margir tugabrotsstaflr ern komnir. Seinna í dœmi 
þessu sjáum vér, að sama leíf = 8 fer að koma aptur, og alt af 
bætist aptan við hana, svo að þegar 80 er alt af deilt með 24, 
kemur kvótastafurinn 3 án afláts, svo aldrei gengur upp. 
Kvótínn verður því 1,558333 •••• 
4. Ðæmi: 4,5896: 367. 

367) 4,5896 (0,01250572 ••.• 
367 

919 

734 

1856 

1835 



2100 
1835 



2650 
2569 
810 
734 



76. 

Hér er bætt núllum aptan víð, þegar hinn gefni deilandi þr^^tur. 
Ðeilingin gengur aldrei upp, þó áfram sé haldið. Decimalamir 
i deilanda seinast eru hér 8, en í deili enginn, því hann erheil 
tala; þess vegna er sætisreikningur kommunnar 8 — = 8, 
og 8 decimalar i hinum fengna kvöta. 

Mú viljum vér prófa þessa deilingu með almennum brotum. 
Skrifum vér deilanda 4,5896 sem alment brot, verður hann 
4^211. stytta má brot þetta nokkuð, því teljarinn 5896 = 2.2. 
2 . 11 . 67, ennefnarinn 10000 = 2.2.2.2.5.5.5.5 
(113). Hér eru þrír af factorunum sameiginlegir teljara og nefn- 
ara, nefnilega 2 . 2 . 2 = 8; má í>ví stytta brotið með 8 (122) 
(85); verður það þá jjfj og alhir deilandi 4j^. Hann gjörum 
vðr að launbroti = f^ (82), og deilum honum með deilinum 
367, eptir (98), en þar 367 géiígur ekki upp i teljaranum 5737, 
látum vér hann óbreyttan, en nmrgfðldum nefnarann 1250 með 367; 
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kemur 458750, STO kTÓUon Terðnr i almeDaum brotoms 
þetta brot getum Tér iskoftaS sem kunngjörða deiltngn; og deil- 
«m 5737 með 458750, og.látum kTÓtann Terða tugabrot, þannig: 
458750} 5737,00 (0,01250572 • • • • 
458750 
1149500 
, 917500 



2320000 
2293750 
2625000 
2293750 
3312500 
3211250 



1012500 
917500 



95000. 
Hér sé eg, að eg Terð strax að bœta Tið deilanda 2 núlium til 
að fá annað f kTóta en núll; Terður þá kTÓtastafurinn 1, og 
eptir sœtisreíkningnum 2 — = 2 er þetta hinn annar decimal 
í brotinn; og þegar eg held áfram deilingunni, kemur öldungis 
sama tugabrot sem f fjrrra sinni, sto almennu brotunum ber 
saman Tíð tugabrotin f þessum reíkningi. 
5«« Ðæmi: 1: 3,2561047. 
3,2561047) 1,00000000 (0,30711543 •••• 
. 97683141 
231685900 
227927829 



37585710 
82561047 
50246630 
32561047 
. 176855830 
162805235 
140505950 
: 130244188 
: 102617620 
: : I Í97683141 
4934479. 
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Til að fá merkjanda staf f kvóta (annaQ enO), varðhéraðbœta 
8 núUum við dividendus. ^essl kvótastafur er 3; og er.hann 
hinn fyrsti decimal kvótans, því 8 — 7 = 1 eplir sætisreikn- 
ingnum. Hinn seinasti hér fengni decimal er hinn 8<ii, því 15 
— 7 = 8. Prófa má brot þetla eins og hið fyrra; en eg vil 
viðhafa langt skemri aðferð þar til, en þá var hðfð, og stytta 
nú ekki almenna brotið. Eg skrifa fyrst deilinguna kunngjörðaí 

brotslíki, þannig: _ J ^ 1000 0000 

3,2561047 32561047. 

þegar eg vil deila þessum tölum og láta útkoma tugabroteins 
og í 4%a dæminu, þá koma ailar sömu athafnir og allar sðmu 
tðlur, sem þáegdeildi 1: 3,2561047, svo þar getur ekkert reglu- 
legt talnapróf orðið. Samt s/nir það, að athafnimar eru rgtt 
valdar, og er því reglunnar sönnun. Ekkl verður heldur brotið 
stytt, þó eg vildi snúa mér að þvi, þv( teljari og nefnari hafa 
hér engan sammœli, og er það sjáanlegt á því, að teljarinn 
10000000 heOr engar frumtölur i sér, nema 2 og 5, en nefnar- 
inn 32561047 hefirþærallsekkí, eptirdeílíleikseinkunnunum. Mér 
eru þá flestir vegir bannaðir til að prófa þenna reíkning. Leífa- 
prófln get eg samt notað, þvl hér er bæði deilir = 32561047, 
kvóti 30711643 ogleif 4934479, samtdeilandi 1000000000000000, 
og þau segja reikninginn réttan. Vér getnm annars, ef viljum 
bafa frekari samburð, breytt brotinu UUi^ i Hffrlíl; verður 
það þá dálítið minna, en svo getum vér stytt þetta nýja brot með 
8, kemur i|-;-5?|?, og þetta brot getum vér gjört að tugabroti: 

4070131) 1250000,0(0,30711542 
12210393 

28960700 
28490917 



4697830 
4070131 



6276990 
4070181 

22068590 
20350655 

17179350 
16280524 

8988260 
8140262 

847998.' 
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I>etta brot mismUDar i hundraðmtllíónustu pörtunum frá hínu 
fyrra. Vér getum annars séð, hvaÖ þessi brot mismuoa í al- 
mennum brotum, með því að gjöra þau samnefnd, þannig: 
1000 0000 _ 10000000 ^ 
32561047 32661048 

325610480000000 -- 325610470Ö00000 



32561047 . 32561048 
325610480000000 
325610470000000 

10000000 m ismtinur teljaranna 

32561047.32561048, 
- S6 þessir faciorar margfaldaðir saman, nefnílega. 3256 1047 
og 32561048, og það framkvæmi sett f nefnara stað undir ieljarann 
10000000, þá er fengið brot, sem nákvæmlega segir mismun 
binna umtöluðu brota; máog, ef vill, ^tytta það með.teljara sín- 
um, svo teljarínn yerði 1; deilingln gjörlst þá eptir (62), eða 
kvótínn er látína verða tugabrot. Má þá sleppa brotiou, en haida 
heilu tölunni. t>á er komið brot með teljara = 1, og nefnara 
= beilu tölunni, og segir það mismcininn allnákværolega. Sé 
menn ánægðir með að vita mismun brotanna hér um bil, má deiia 
ððrumhvorum factornum 32561047 eða 32561048 Jmeð teijar- 
anum 10000000 eptir (62) og láta kvótaan verða tugabrot, marg- 
falda hinn factorinn með honum, eða nokkrum stöfum framan af 
honum, varpa svo burt brolinu, sem verður í productinu. ^á 
kemur brot, qr hefir 1 fyrir teljara, en heilu töluna í productinu 
fyrir nefnara. f þessu dœmi verður þetta 

^ _Jl 

3,2561047 . 32561048. 
Easti eg i burt 2561047 úr fyrra factornum, og margfaldi 
síðan síðara factorinn með 3 heilum, kemur 
1 
97683144 
og verður þetta mjög nálægt hinu mismunanda broti, þvf 
97683144) 1,00000000(0,00000001 
97683144 

I>etta er þá 1 hundraðmillíónastí partur, eins og tugabrotín 
áður s^ndu. 

170. Tugabrotin viljum vér ná hugteiða nánar eptir bókstafa- 
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reikniqgi. Vér liöfuoi þegar séð, hvernig tölustaQrnír bsði i 
hellu tölunni og brotinu merlija lOsinnum nkiDÐa^ epUr þW sem 
sœti þeirra færist staí fyrir staf nœr bægri bendi (164). þetta 
giidir einungis f tugakerOnu. En í binum öðrum kerfum breytist 
þetta eptir umferSunuTn,' svo umferðin rœður þessu f hverjukerfl 
fyrir sig, en aðalreglan er þó œtíð eins í þeim öllum. Vér böf- 
iim (9) táknað tölu í ölium kerfum þanníg : 

fcí^....eí7* + dlP + cD^ '+ bU + a. 

Nú viijum vér, vegnaþeí^ sera á eptir kemur, og líka til að 
nota sömu bókstaít sem aðrir ritarar, taka oss aðra bókstafl. til 
að tákna sama með, nefnilega: 

a^A^ + QíiA^ + a^A'^ + a^A + a. 

Hér táknast tölustafirnir með indexum reiknuðum frá eininga- 
stafnum a, sem beDr engan index,.neaiVi ef vill búII, þannígao, 
en kerfisumferðin táknast með A, og kðilum vér þá kerfið A- 
tölukerfl. t^ctta vonum vér að alt sé skiljanlegt, þegar það er 
nákvæmiega borið saman við tölulið (9). I>essi formúla táknarnú 
beila tölu, eins og vér vitum, en svo er hægt að frambalda benní 
tll hægri handar til að tá,kna tugabrot eða A-tölubrot, þannig-: 
a^A^ + a^A + a^ + OiA—^ + a-_aA"~* + a^^A—^**-- 

Hér er Oq einingastafurinn, eins og áður, a-^i er fyrsli decimal 
eða fyrsti A-tölubrotsstafur, a_a annar,' o. s. frv., svo indexarnir 
vaxa á báðarsíður, po^itift til vinstri, en negatift Mihægri. f»etta 
sýnir frambald A-töIukerfisins tilhægri, iíkt ogáðurer sagt (164). 

171. Vér víljum nú skoða, hvemig yl-tðlubrotin framkoma, 
og taka til dæmis töluna 

p crr anOn^ian.^an^g •••♦ aiOoJ 
eru.þar iol^stafirnir skrifapir hver hji ððruBa^ eins.og venjulegt 
er í tölum.(9). i>etta er þá tala raeð n+ \ töluslöfum. Setj- 
um bún væri f iugakerfi þessi: 
p =« 6.4598367. . 
Hér er n f= 7^ stafaQöidinn n + I =f= 8. Til að yá fljót- 
lega, hvað þeir heita í bókstöfunum, skrifa eg bókstafi með index'- 
um og þar undir tðlustafina : , '^ 

( ön'fl^n-^ l-^ii--ta ^n-^ *?n~4 ^n~5 «n-6 ^'n-? 

Ot Ö5 Og 04 03 . <ia ai Oo . 
.64 51^83.67, : / i 

15 
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Nútekeg A-töIaveldi (tagaveldi) A^ ^ ÍO^^ 100000, ogdelii 
tðlunni p þar með þanníg: 

eða, ef þetta er akrifað með + + OS A-veldum, 

p _ 0^^*^+ q^A^+ 05^^+ ^4^* + asA^+ a^Á^ + atA + 0^^ 

q A^ 

þá verður, af því n > r 
a,A7 



— r 



^=05 =a„_2 =«, 

^i^í = a4A-» = a„_3/l-'= a,_iA-» 

A* 
^ == a,A-3 = a„.5A-3= a.^^A-^ 

^^ = aiA-* = a^.6A-*= «r-4A-* 
A* 

_^ = aoA-» = a„_7A-5= a,^5 A^* = aoA~' 
A* 

Hin kanngjörða deiling^, þar sem polynQmiumeT l deiianda, 
én monomium A^ i deili, framkvœroist hér, eins og þar i eptir 
segir, i dátkum. Hvað polynomium snertír, gjorist deilingiti ept- 
ir (61). 

Í fyrsta dálki er tekið hvert monomium eptir annað, og þvi' 

deilt eptir (63,4) ait frá ~^ til ^^ l þessu sðrstaka talnadœmi, 

sem hér er einungis viöhaft til skilningsauka. £n í hinu alment- 

a A^ 
gildanda bóbtafadæmi byrja þessar dellingar með " eða 

fyrsta lið deilanda, hver sem hann er, deildum með divisor A^; 
og halda þar áfram til ^ eða einingastafs tðlunnar, er deilist 

með divisor eða A-tðluveldinu A^. þessi er hinn seinasti liður, 
þvf nú er 511 talan uppunnin. 
í ððrum dálki standa allir kvótamir af þessum deiiingum, sem 
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gilda cinungis fyrlr n = 7 og r = 5, ^eir byrja með a,A* 
og enda með aoA—^ i þessu sérstaka talnadœml, eða ef sjálflr 
tölustaflrnir viðhafast og tugakerfið er valið, þá verður röð kvót- 
anná þessí : 

6 . 10« + 4 . 10 + 5 . 10<> + 9 . 10~* + 8 . l<h-« + 8 . 
10-8 + 6 ^ 10^4 + 7 . 10-6 = 600 + 40 + 5 . 1 + 9 . 

+ ^ • Tria + ^ • TnTiA + ^ . iTífvíFT + 7 



10 • " • 100 ' 1000 ' • 10000 ^ ' • 100000 ~ 

600 + 40 + 5 + 0,9 + 0,08 + 0,003+0,0006+0,00007 
= 645,98367. 

Vaeri þetta í tylftakerfl, þá væri skriptin eins, en læsist kann 
8ke þannig: 6 tylflír annarar stéttar, 4 tylftir fyrstu stéttar, sem 
eru tylftir, 5 einingar, 9 tólftungar, 8 tólftungar annarar stéttar, 
3 tólftungar þriðju stgttar, 6 tólftungar fjörðu stéttar og 7 tólft- 
ungar Qörðu stéttar. En verið getur, að ððrum þóknist að hafii 
nðfn þessi ððruvfsl. 

í þrlðja dálki fiést, hvemlg indexarnir fara mlnkandi frá n til 
n — 7. j>ar verður o„_2 *^'"o nýi elningastafur kvótans, því A 
er þá komiðniður í núllta veldi eða A^ = 1. þessi dálkurgildir 
ekki nema í því sérstaka tilfelll: n — r = 2. 

Fjórði dálkur kemur nœst almenna formíDu með því að byrja 
áon-^"""'? og enda & o,_5A~', en samt er haon takmarkaður 
vlð sérstðk tilfelli. £n skyldi hannvera alment gildandi og sýna 
kvótann, þá œtti kvótinn að byrja þannlg: 

o„A^-' + ön^l^"""'-^ +«n-«>^"-'""^ +an-8A^-'-* — • 
Indexamir vlð a fara mlnkandl, unz þeir erustignir niðarfr; 
þá verður i hinu almenna formi að kenna þá við r úr þvl, uni 
þeír eru orðnir = og er þá einingastafur deilanda kominn. 
Exponentarnir vlð A byrja með n — r, halda svo áfram mink- 
andi, n— r--l eða (n— r)— 1, (n--r)— 2, (n— r)— 8 — , þangaö 
tii mbtrahendus i þeim er orðinn = (n — r) eða með ððrum orð- 
um: þangað tll exponent kemur, sem ef (n'—r) — (n — r) == 0; 
þá hverfur bókstafurlnn A i þeim lið; er þá kominn eininga- 
stafur kvótans. Síðan kemur A aptur mtb negatifum exponent- 
um — 1, — 2,---- þangað til iokslnskemur — r. Kvótinnverö- 
ur þá : ! 

15* 
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Einingastafurinn er við deilingu þessa flutlur frá í^a sœti til 

rt» eða breyttur frá Oq tíl a^ eða flwUur umrsaBti^ samber(165). 

En 8ubtrQhendu8 i indðxunum eða s^tisvísunuai segir hér lil í 

brotinu, hver stafur brdtsins hann (stafurinn) sé, svo sem o,_2 

er annar stafur brotsins frá kommunni, og þetta er, þangað til 

kominn er stafurinn 0^^^, = ao, sem cr hinn sefnasti stafur í 

brotinu og.tölunnh. þar á mót sýnir allur index ;s\ó sem r— 2 

í a o, að stafurinn sé hírin (r— 2)ar frá seinasta s(af brotsias 

eða fra Oq. I heilu lölunni. sýnir subtrahendus i indexunum 

sætið frá fyrsta staf tölunuar svo seni aa-a er hinn annar frá 

fyrsta staf, sem heitir a^^ en ííMut index n— 2 segir stafsins sæti 

frá seinasla staf tölunnar og brotsins með. f>etta sést alt á töl- 

únnl, sem vér tókum til dœrois í þefii«umrtWuliö07I) upphaflega, 

sem var 

p =r 64^98367, : < 

sem eptir deilinguna með g.== A^ == lO^ = 100000 varð 

£ = 645,98367. 

Nefnum vér töluslafina með bókstöfum, verðá þeir 

'6 4 5^ 9 > 3 6 7 

Ot ae Ö5 Ö4 03 öa <^i «0 

- •• 'ör+a ^t+l «r ^r-l ^r -2 ^r-3 ^x-^^ <3lx_5. 

í heilu - töhmni kvótans þýðír siðari addendu$. í indexunum 
fjariœgðína stafeins frá hinom nýja einingastaf, svo sera 2íar+2, 
að Or+2 sé hinn annar tii vinstri frá einingastafnum pýja, ea 
allur tM«íP *•+?) að það sé. r+2 stafur taliiui frá himim forna 
eiDÍQgastaf.tölunnar. Vilji menn kenna indexana við n, þiyerð- 
ur að tal($i mismuninn 
: . . n — r =^ e; 

þar af leiðir i ; >. 

,n •«*-.€.+■;«• =! r + c., ,.. • .; ., . ^, , 
Og. .- :, : C: =7 n — c. ; ^ •;; , . ? — 

Eptir þessu má gefa kvótanum þetta almenna útlit: 
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«nA''+ an-lA^~^+ «n-2A^~^+ a^^^A^^^"- ^n-^t + 

a^A^+ a„-iA«-^+ a„^2A<^-2+ a^^gA^^-^ ..•• a„^, + 

a„^e-lA-' + «n-c-2A-^ •••• ^n- (c+r)A-^°"-'^ • 
En an_(c+r)A"~^°""*^ ®r sama sem a„_^;_jA^"+c = 
. On-r-c^"' = Ou-n^""'' = Oo^'"'- 

172. í næst undangangaoda tölulíð (171) gjðrðum ySv ráÖ 
fyrir n > r; en nú viljura vér selja, að sé n = r; þá er ekki 
jþðrf á að hafa báða þessa bókstafi, því sá eini gildir fyrir báða. 
Vér notum því einungis n. Brotið verður þá: 

p \_ anA'' + an-lA^^^+ ^»-2^^-^+ an--3A°'^' ; 

[ =an + a^-iA-i + o^^^gA-^ + a^^3A-3....aoA~« 

f>á verður a„ einíngastafur kvótans, en alt, sem á eptir kemur. 
er brot, og seinasti liður kvótans verður aoA— °. Eptir venju- 
legri skript stendur þetta svo: 

p «n^n-l^n-2Ö^n-3« ^0 

-=• -^ ' = ón,an_ian_2an_3.."ao. 

Sé deilandi hinn sami sem í næstundanganganda tölulið, en 
divisor A^ = lO^ = 10000000, þá er: 
p_ 645983 67 _ «4.000^7. 
í ==70000000 =M698367, 

og ber þessu saman við (165) ogreglan fyrír deilingu meðtuga'* 
veldi (A-tðluveldí) verður sú, að afskera með kQmmunnl eíns 
marga decimáía sem núll eru í divisor. Verður þá, þegar jafn- 
má^gir staQr eru í.^it^tsor og dividendus, einungis 1 stafur heil( 
eða fyrir framan kommuna. 

173. í töluliö (171) var gjört ráíí fyrir n > r, og í (172) 
n^r* .Nú erþá 1 þriOjalagi aðgjöra r^ð fyrirn<r;.þáverður 

P _ ^n.^ + ^'n-.l^""' + %-2^"-' + an-34°-'--^o 

q A" 

^ iM^A^''+a.^^y,A^^'-^+a^^A^'^^^ 

En þar n <^r,\k er expmentinn n-^r negatifur, verður 
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því r—n poeiiif atærð, og tlt að tákna, að exponentinn sé it6- 
gaiifur, þi má skrifa —(r—n). Veröar svo kvótinn: 

= a„^-í'-") + a^_i^-('-»)-i + a^_2^-^'-")-^ + 

a„_3^-('-»)-3 •••• ao^-S 
því — (r — n) — n = — r + n — n = — r. 

þar eð exponeniinn í fyrsta lið þessa kvóta er == — (r — n) 
og r > n, þá er hann negaiifur, og a,^ er þá decimaL I>á ec 
að skoða, bvað langt hann sé frá einingastaf kvótans, þar sem 
exponeniinn við A er = 0; það eru einrnilt r — n sœtl, eða 
a^ er þá hinn (r — n)t* stafur frá einingastafnum eða frá komm- 
unni. Milli kommunnar og slafsins a^ verða því að standa r — 
n — 1 ^níill, svo að a^ verði hinn (r — n)ti decitnal frá komm- 
tinní. 

Yilji eg vita, hvaða tntfeo; mundi verða við einíngastaf kvótans, 
þá legg eg r — n við n, og summan verður n + (r — n) = 
n + r — n = r. j>að þýðir, að einingastafur kvólans sé a^ eða 
binn rti frá enda tölunnar hægra megin. |>etta kemur saman- 
við (172), þar sem jafnmargir stafír eru i deilanda sem deili. 
psi vantaði bér ekki tölustafi framan við deilanda, þá stæði 1 i 
divisor undir fyrsta staf deílanda, en núllin i diD^sor stæði undir 
hínum öUum, eins og i dæminu (172). 

Eptir venjulegri skript stendur reikningurínn svó: 

^= ~ ^ = 0,00...-.a^an^ia^.3a„_3---ao 

Sð deilandi hinn sami sem i næst undangangandi töluliðum, en 

r ^ 10, svo að A' ^ W^ « 10000000000, þé væri 

^ = 6 . W-^^ + 4 . 10«-io + 5 . 10^1« + 9 . 10*-^« 

+ 8 . W-^^ + 3 . 102-10 + 6 . W-^^ + 7 .10«-i<> 

= 6 . 10-(i«-7) + 4 . 10-(io-7)-i + 5 . lO-(io-7)-2 ^ 

9 . 10~(iö-~7)-3 + 8 . 10-{i^7)-4 ^ 5 ^ jQ_p^7)-~6 

+ 6 . 10-(i^7)-6 ^ 7 . io-~(io--7)^7 ., : : 
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= 6 . 10-» + 4 . 10-»-» + S . 10-»-« 4- 9 . 10-»-» 
+ 8 . 10-»-* + 3 . ip-»-» + 6 . 10-»-» + 7 . 10-^T 

== 6 . 10-» + 4 . 10-* + 5 . 10-» + 9 . 10-» + 8 . 10"» 
+ 3 . 10-8 + 6 . 10-» + 7 . 10-»» 

10» ^ 10* ~ 10« ~ 10» ^ ÍO' ~ 10« ^ 10» ^ 10—" 
= 0,006 + 0,0004 + 0,00005 + 0,000009 + 0,0000008 + 
0,00000003 + 0,000000006 + 0,0000000007 

= íööSS = 0,0064598367. 

I>egar skrifa skal tugaveldi i neftaara stað undir tðlu, er bœgast 
að skrifa l^ núllíð undir oq i tðiunni, ogsvo bvertaf ððru, unz 
rt« núllið, sem i tugabroti lendir við kommuna, kemur undir 
Oj^i i töluoní, nái hún svo langt. Lendir ^á a, i tugaveldinu, 
sem er 1 fyrir framan kommuna f tugabroti. ^etta kemur upp 
á sama og þó byrjuð væri talniogin á 0,, og þá enduð á stafn- 
um fyrir framan kommuna, ef i tugabroti er, rétt eins og index- 
amir eru taldir. 

174. MargfölduÐ tugabrots (A-tOIubrots) með tugaveldi (A- 
tðluveldi) getur með bökstðfum táknazt þannig: 






-m' 



þvi ^ . A" = -^- eplir (96); þella má stytta meö A"* 

eptir (85); kemur , sem segir, að A-tölubrot margfaldist 

A 
með A-tðloveldi með þvf að flytja kommuna eða einingastaBnn 

nm svo mörg sœtt til hœgri, ^em veldisea^anenemn m ákveður. 
(þessi iheoria eða skoðun er eptir Ádolþh Steen, hin fyrri (165) 
eptir IJrsin 0. fl.). 

D««.i. Broliö f (137), 0,0064598367 = jööððSö^ h 
margfaldast með lO^ eða 1000000 með þvi að flytja kommuna 
um m = 6 reiti til bsgrí; kemur -Tiozre — Ti ~ 6459,8367 
64598367 6459^5^^, samber (165). ^ skrifast í al- 



10000 "" 10000' ^' "' ^^^^'' j^n 
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mennum brotum, meö þvf að skrifa fyrst töluiia á ^ 645dS367 

og þar undir n = 10 núll, og 1 fyrir framan, en í tugd)rotum 

með þvf, að skrifa tðluna a, telja aptan af henni n = 10 stafl, 

og bætavið núllum, ef þarf, og setja svo kommuna. Með sama 

hætti skrifast = -7177-« = tz n^Gð því að setja komm- 

unu fyrir framan n — tn, hor 10 — 6 = 4 stafi, samber (173). 

175. Deiling A-tðlubrots með A-tj&luvekli t&knast þannig meö. 
bókstöfum: 



a 

4^ 



— : 4«» = 



þetta finst eptir (98) með því að margfaída nefnarann^A*^ með 
divisor A™; kemur A° ' "*. fessi líking segir, að A-tolubrot 
dividerist meb A-tölúveldi A"^ með þvf áð flytja kommuna eða 
einingastaflnn um svo mörg sæti til vinstri, sem yélálsexponent'^ 
inn m ákveður. 

þessi formula getur verið innibundin f hinní fyrri í töluiið 
(174) með þvf að gjöra m þar negatíft, þvf að deila með A™ 
er sama sem að margfalda með = A— "". 

176. Samlagning ^-töiubrota getur álitizt framfara eptir 
formulunni 

a_^b^ a + b . it'"'^° 

þar sem m > n. Brotín gjðrast samnefnd. Generaínefnarína 



Brotín gjðrast samnefnd. 
getur verið A^^ því A^ gengur upp f -4*, kvótlnn verður A^"^i 

Brotið — - m& þá halda sér, en hitt brotið — ^ vérður aS 

AT : '■ , Æ 

margfaldast í teljara og nefnara með ^™*"", sem er brotlengj- 
arinn (92). bAP^'^'^ verður þá hinn nýi tejjari brotsins — . 

Ðæmi: 



0,645 = 


1000 


p 

06 

n 


646 


«4« 


0,7 = 


7 
10 


A} 


700 


1«. 

1..0 



1,345 



1>46 

"íooo* 
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A 7 7 

Híf cr — ^ *=— = ~^^, Oenerálnetattglúu A'^ » 1000, 

^ = im--n ^ ^8-1 =. ^í = 100. Möö þessu skal marg- 
A^ 

7 - 
falda j^ i teljara og nefnara. ]^að gjörist með því að skrifa 

tvö núll aptanvið 0,7, svo verði 0,700. Samber (165) og (166). 

Formulan upphaflega í þessum tölulið (176) segir þvf: Bæta 

skal núilum aptan við það ^-tolubrot, sem hefir færri decimalana 

(nefnilega ), unz bœði liafa jafnmarga, og síðan adderast^ 

A^ 
teljararnir. í frádragning gildir sama regla; {>rátt fyrir þessa 

skoðun er það óþarfí að gjðra . fugabrotín Sfi.mnefad, eða fylla 

þau með núllom, því það er eins hœgt að taka'þau í sundor og 

leggja avo saman hverja «tðtt fyrir sig, eins og gjört var (165)4 

þannig er í dæminu í þ^ssum töluii.ð (176): 



0,7 



jo •* ipo' V ipoa 

10 ^ * 



i flAti ^ 11 j * I L. 

^i^^^ -10 ^ 100 ^ 1000 

^IO ' -100 ~ 1000 



:=:íj,345. 

f>ó er það ekki meiningiff, að ^krifa skuli ait þetta, beldUr.að 
eiDB bugs^ sér það, en skrifa einungis tugabrotio. 

177. Formiulan fyriP .^Í-töhibrota margfðldub er þessi: 

a b_ ^ áb ... f 

og þarf búnenga útsk;ýringu aðra en kojnjaeráðurítðIulíð(1^8). 

178. Reglan fyrir deilingu ^-tðlubröta( liggixv iformulunni: 

og má með orðum úttalaat þannig : Tðluaum skai deila fyrst án 
tillits til kommunnar, og afdíiark& í kvótanum svo marga ^-tðlu- 
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brotsstafi, sem mismunurinn milli deilanda og deiHs deeim^aá' 
Qðlda ákveður. Verði mismunurinn m — n negatifur, þá skal 
bœta ndUom við kvótann. 
Sönnun : 

■^ ' Ar = -^ -r" eplir (98, 3). 
a A^ ab—^ b 



þá a^ 

a b b 



Bókstafl má í bókstafabrotum flylja úr nefnara upp f teljarai 

og úr teljara ofan i nefnara, ef umbreytt er merki exponentsins 

aA^ 

í bið gagnstœða. I>annlg mátti bér í brolinu flytja A^- 

A^b 

ofan í nefnarann með þvf að slcrifa A''^, og b má flytja npp ( 
teljarann með því að skrifa b—^. þetta er líkt brotstytlingu, eða 
er deiling teljara og nefnara með sömu stœrð, þvf 

aA^ : A" = a ^ _a 

A'^b : A» = A'^A^'' b A"^-"^ b 
a : b = ab^^ =.£ÉZL 

®8 A'"-°6 : b = A™-^ A"*-". 

Í deilingarformulunm fyrst i þessum tUoliö er gjört ráð fyrir^ 

að kvótinn ^ verði beil tala, en það ber sjaldnast víð. ^ð 
verður þi fyrst að ikvarða bann í tugabrotum og kommuna ( 
bonum, eptir ^ömu formulu, og siðan flytjabana tilvinstri um 
m — n reitl, eins og formulan segir. 
Dœmi: 0,046 : 0,00762089; 

beitaer i^ • 1^2089 

peua er ^^ . j^. 

Fyrst verður að deila 

46,000000000000 : 762089 
og er það ' 

46000000000000 . 762Q8ð 

10" • to«. 
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762089) 46000000000000 (60360404 
4572534 
2746600 
2286267 



4603330 
4572534 



3079600 
3048356 
3124400 
3048356 
76044. 
Aptan af þessum kvóta 60360404 verSar lyrst að skera 12 — 
stafl, kemur 0,000060360404 ; sfðan verður að fœra kommuna 
um 3 — 8 reíti tíl vinstri, það er um 5 reitl til hægri -, kemur 
6,0360404. (Skoðanimar (174) — (178) eru hér um bil cptir 
Ádolph Steen). 

179. Að gjðra almeot brot að tugabroti (A-tölubroU). 

f»etta verkeftii er raunar samm sem að deila teljara með nefti- 
ara, og láta kvótann verða tugabrot, og böfum vér viðhaft þá 
aðferð (169) tvisvar, þar sem vér deiidum -gj og gy-g. 
En brot er sama sem kunngjðrð deiling (79), hvort sem það er 
alment brot eða tugabrot. £n þó nú þessu sé svona varið, þá þarf 
betur að hugleiða breytingu almenns brots i tugabrot. 

Yðr gjðrum nú ráð fyrir, að hið gefna almenna brot sð — , og 

að það sé fullstytt, þvf annars gildir ekki það, sem nú hér eptir 

skal greina. Framvegis sé A kerflsumferðin í A-tðlukerfl, sem er 

10 i tugakerfl, og r exponentinn A-töluveldisíns eða tugaveldis- 

kis, og N skal vera teljari A-tðlubrotsins (tugabrotsins). f>á á 

aö verða 

P. =^ 
í A^ 



þá er: 



^-^-.N. 



Hir geta þá þiju tilfelli fyrir komið, n^efnHega: 
1. Frumgjðrendumir i nefnara almenna brotsins q sd sðmu sem 
í A. 
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2. Að þeir sé aðrir en í ii. 

á. Að þeir sð bæði sömu og líka aðrir en í A, 

180. Ef frumgjörendumir í q eruhinir sömu sem i A^ þá 
verður N heil tala, og tugabrotið fullnákvæmt og endanlegt, því í 

q 
gengur q upp í ^', ef r er tekið nógu stórt. Setjum A == 

pfi pf a p?« • • • •, þá verður A" = p[^p1^^pI^ • • • •, en r verð- 
ur ,að takazt svo stórt, að exponentarnir roLi ra^ rcL^ • • • • verði 
annaðhvort jafoíir eða stœrri en exponentar sOmu frumtalna í q, 
þ&gelSL exponentarnir í divisor dregíztfrá exponentunum ídi^Di^ 
dendus (63, 4), án þess að mismunurinn verði negaiifur* Deci^ 
fna2am»r verða þá svo margír, sem hinn stærri eða stærsti ex-, 
ponent ff umtalnanna í g. Samber (145), hvað tugabrotin áhrærir, 
en (160,5), hvað öll A-töIubrot snertír. í praxis (framkvæmdinni) 
verður þó drjúgust sú aðferð, sem höfð var (169), að smábæta 
núllum aptan við dividendus/ $em er tel{arlnn, eptir sem á þarf 
að halda, og setjia koitamuua fyrir framan einst míarga.staB, sem 
núUum v^r viöbætt. 
Dæmí: 3476 ? 

15625 
16625) 3476,0 (222464 
31250 
35100 
31250 



38500 

3.1250 
72500 
62500 
100000 
93750 



62500 

62500. 
Hér er 6 núllum viðbætt; þess vegna eru 6 decimalar, og 
brotið = 0,222464. Nú er 15625 = 5^ = 2^ 5« og stœrri 
exponentinn er: 6, og þess yeg^a . eiga eionig 'deÍGiniálarnir að 
vm 6. 
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17 
2. dœmi: -^. Hír má skera núUitt aplán af nefnaranum í 

bráð; þó verður að telja þau raeð, þegar komman skal setjast: 
5|00) 17,0 
3,4. 

Hér varð eínu núlli við að bæta, svo upp gengí deilingin með 
5, og varð^ kvótinn þá 3,4. En svo verður að minnast núllanna, 
sem afskorín voru, og þeirra vegna færa kommuna um tvo reiti 
til vinstri, eins og deila ælti með 100 eptir (175); verður brotið 
0,034. Hér var líka deilírinn 500, eða nefhari almenna brotsins 
500 = 2* . 5^; þar er stærri exponentinn^ og þess vegna eiga 
hér að vera 3 tugabrolstafir. 

Skoða má þetta verk nokkuð á annan veg, að gjöra alment 
brot að tugabrotí. f>að má skoða það sem nokkurs konar brot- 
lengingu (84), þannig að hinn nýi nefnari verði tugaveldi. En 
brotlengjarinn (92) verður að íinnast með því að deila tugaveldi 
með nefnara almenna brotsins. f^tta lukkast ætfð algjðrlega, 

þegar frumtölurnar í nefnara almenna brotsins — eru ekki aðr- 

. , q 

ar en 2 og 5, því þá ganga þær œtíð upp í einhverju tugaveldi. 
í fyrra dæminu í þessum tölulið_ .var nefnarinn 15625 = 5*. 
þetlagengur upp í 10^ = 2^ . 5^ oé kvótinn er 2^ Brotlengj- 
arinn er þá 2® = 2 . 2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 8 . 8 = 64. I>á er 
3476 . 64 ^ 222464 _ 
15^625 . 64 1000000 0,222464. 

181. Ef fruragjörendurnir í q eru aðrir en í A^ þá gen^ur 
aídrei upp deilingin ^ — , og tugabrotið verður ekki tíákvæmt, held- 
iir með nálgun nálægt. Að aldrei gangi upp, erauðsættaf(134), 
þar frumgjörendurnir eru ýmislegir í p og q, þar þes.sar tölur eru 
frumtqlur sín á mjlli, eða brotið — fullstytt. Sömuleiðis eru q 

og A^ ósammældar, eins og geflð er, og sama rerður bvað roörg-» 
um núUum sera bætt er við dividendus, þv( áldrei koma neinir nýir 
factorar fyrir það, heldur alt af hinir sömn, héfnilega facíorarnír 
{ A, sei^ { tugábrotunum eru 2 og 5. Samt verður tugabrotið 
því nœr hinu réttá, sem dectmalar takast fieíri í kvótann, því 
skakkinn verður minní en 1 eining, sem seix^sti decimal eða 
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ilrtölabrotsstaftir telur, nefiiUega < — ef stafarinnerhina.n*' 

A. 

^-tðlubrotsstaftir. 

Dœmí : ^. 

21) 4,0 (190476190476 
21 
190 
189 



100 
84 



160 

130 
126 



40 
21 



190 
189 



100 
84 
160 
147 
130 
126 



EÍDS og áður er sagt, sést bér, aS aldrei gengar upp, þvi alt 
af koma leifor, sem komið bafa áður, og þegar niður til þeírra 
er fœrt núil, kemur sami kvótastafur, sem komið heOr áður. 
I>anDig koma aptur og aptur sömu sérdeileudur (60), og sömu 
kvótastafir í rðð hioir sömu sem áður, og mynda þanuíg um- 
ferðir (periodos), og brotiu, sem ' þannig eru, kallast perioditk 
tugabrot (umferðarbrot). 
' f»etta brot ^ gefur þá tugabrot 

0,190476190476190476190476(90476 

Tii að tákna þessi umferðarbrot stuttlega, skrifa sumir um- 
ferðina ekki nema einu sinni, og þá stryk upp yfir benni, 8vo 
sem ' 

0,im7«. 
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Og er þetta 6-*stðfuð umferð. Framtðlar nefttarans í brotina /r 
eru 3 og 7 og teljarans 2 og 2. I>egar nú þetta brot margfaldast 
með A = 10 = 2 . 5, í hvaða veldi sem er, þá verður það: 
(2 . 2) (2 . 5) (2 \' 5) (2 . 5) ->> 
3.7 
og er það auðsjáanlegt eptír (134), að factoramir 3 og 7 ganga 
aldrei upp í dividendus, bvað opt semþarbætast við faetoramir 
2 og 5, með því að skrifa núll aptan víð bann. 

Aldrei getur periodus orðið stafafleiri en divisor — 1 beflr í 
sér einingar. I>ví þegar deilt er með divisor, þá er ætfð afgang- 
urinn látinn vera minni en bann. I>ar geta þvi aldrei framkomið 
fieiri misstórir afgangar heldqr en = divisor — 1. Setjum til dœmis, 
að divisor væri 7, þá geta ekki aðrir afgangar orðið en 1, 2,3, 
4, 5, 6; þvf ef 7 yrði afgangur, þá væri á þjBÍm stað divisor 
hafður of fáum sinnum í sérdeilanda. ^ar nú ekki veltur á öðr- 
nm tölum misstórum en þessum 6^ þá getur ekki lengra millibil orð- 
ið, unz einn og binn samí afgapgur aptur kemur, en i mesta lagi 
6 deilingar. Ðæmi, sem s;^nir afgangana, þá deilt er með 7 : 

336451ð 

7 ) 10000000 
1428571. 
Hér eru afgangarnir skrifaðir fyrír ofan eins og i (59). Eptir 
6 deilingar kemur bér aptur afgangurínn 3. 

Bæði f þessum periodishu tugabrotum og öðrum, sem hafa 
marga decimalay má nota að eins svo marga decimala sem 
viU, en sleppa binum, sem á eptir koma, alt eptir þv( sem 
reikningurinn þarf að vera nákvœmur« f>að er hægt við bvero 
decíma^aQðldann að sjá, bvað stór skakkinn rouni vera, er rfs 
af binum sleptu decimölum, t. d. ef teknir eru 5 deeimalar 
(n = 5), en binum slept, sem á eptir koma 

0,00000, 
þá skakkar ekki um 1 bundraðþúsundasta part úr einingunni 

— \ heMur um m milliónustu parta úr benni ( ri 

10"^ lOV W+^ 

~T^\ ^** getor þó orðið, efbinnfyrsti slepti stafur erstór, 

8V0 sem 6; 7, 8, 9, t. d. skakkinn verði 9 af þessum miUiónusta 

9 
pörtum -TXö) og þá er það nærri 1 huBdmðþústmdasti partar 
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•jrrg^ Beitt fikakkar. I>elta fyrirbyggja menti með þvl tð. auka 

seínasta stafínn, sem haldinn "verður, um 1, ef menn vlta, að 

hinn fýrsti burlkastaði stafur er 5 ^ða þar yfir, t. d. vilji eg í 

brolinu 

,4. = 0,19047619...- ; 

einungis nóta 4 decimala þess 

0,1904, . : . 

en sð, að næsti stafur er stör, nefnllega 7, þá eyk eg seinasta 

átaOnn, sem eg tek, nefniiega 4, um 1, og læt hann vera 5, 

þannlg: 

0, 1905j 

þvi þá er skakkfnn mlnnl, en ef eg lœt hann vera 4, því * 
0,1904 =0,19040 '• -^ .: : 

.0,1904í =0,19047- 
0,1905 =0,19050. " 
Hér sjáum vér, tið miðbrolið er hfð réttasta, efsta brotið vant- 
ar 7_ hundraðþúsnndustu parta, en hið neðstá er of stórt um 3 
huhdraðþúsundustu 'parta. fegar ég vil koma^t sera næst 47, 
þá er mér betra að hafa 50, heldur en 40. Með þessu móti að 
auka seinasta staGnn, þegar hinn fyrsti slepti er stór, ávinna 

menn það, að skakkinn verður aldrei meirl en ^ einíng þess 

1 1 * 

stafs, sem haldion er, o: — , . fcegar ég reikna raeð^4 

. : 2 10" i ö 5 

tugabrots$tQfum,:þá r^ikjaa eg f tíiíþúsujHlustu pörtttni, og þegar 
eg læt þettá brot'vera. 0^1905, verður skakkmb mionl en ^ tíu- 
þúsuridasti partur. "Véri nú hinti fýrsti slepti stafur 5, þá gildip 
eínú, hvort 'eg eyk séinasta haldna staGnn eða ekki, því 5 erþá 
á lakihðrkunum eða í miðjunríi.;* I>ó ef einhverjir aðrir stafir en 
núll koma eptir 5, þá er betra''að auka haldna stafinn, því þá 
er að varast að sleppa meira en helmi^gi stáfs einingarinnar. . . 

182. Nú viljum yér hafa aðra aðferð tíl :að gjöra þau al- 
ihennu brot að tugabroti, er hafa nefnarann ósammældan lOJ 
\iT viljum samt hafa brotlengingaraöferðlna ^gdeiia (10^—1) = 
999.--; með nefnaranum, samber (160, 6) og (159). Hér er 
q = 3 . 7 = 21, sem á að ganga úpp f 110^— 1) = 999 .-••, 
og má ðins taka 9 hvaA ieptir amiað, ^ins ogjO* 
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21) 99 (4761904 
84 

159 
147 

129 
126 

39 
21 

189 
189 



099 
84 

^egar kotnnir voru kvótastafimir 47619, þá gekk hérapp, svo 
47619 er brotlengjarinn ; þess vegna 
4 . 47619 190476 

21 . 47619 999999. 

Teljari þessa nýja brots er þ& periodus tugabrotsins. 

183. Að þannig fenginn teljari sé periodtu tugabrotsios> 
sáum vér í næstundanganganda tölulið einungis af þvf, að hon- 
um ber saman viðþápðnWiu, sem tugabrotið í (181) hefir. En 
nú viljum vér sanna það með öðru móti. 

Yðr rekium tii þess brotið i sundur ( $erie» með 

. A'— 1 

deilingu, þannig: 

1-i- 

- + 



A* 






1 




i 


A* 


+ 


A« 



1 

A« 
1 1 



A" A« 

+ 



1 
A«* 16 



Digitized by 



Google 



242 



j^etta verður óendanleg seríe$ 

' . > +±+-L.+.' 



A^— 1 A' A« A' A'> A* 
Látum nú A" vera tngaveldi með eins mörgnm núUum, sem 9 

1Í)0476 

eru margir skrifaðir í nefnara lengda brotsins 55^505 ' ^ess vegna 

= 1000000; þá verður stærðin vinstra megia við jafnaðarmerkíð 

1 1 

1000000 — 1 "" 10«— 1 
og þessi series, þar r = 6, 

_I J_ . _L . JL_ 4. 

10«— 1 ~ 10« "^ 10^2 "^ 10^8 "^ ' 

það er. 

_Í L 4> J- -1. J-^ 4. 

999999 10« "*" 10" "^ lO^s "^/' * 

Skrifum vér þessa ðertes í tugabrotslíki, 4eemur: 

^^ = 0,000001000001000001 •..-, 

er sist á samlagningu tugabrota y 

Þvf jjr == 0,000001 

J_ = 0,000000000001 

~ = 0,000000000000000001 0. s. frv. 

Mú vantar ekkí annað til að fullgjðra brotið vinstra megin, en 
að margfalda báðum megia við jafnaðarmerkið með lengdabrots 
teljaranum 190,476; kcmur 

il?,tlt = 0,190476190476190476190476190476.... 
999999 ' 

og erþá periodiska tugabrotið komið með sinni periodua 190476. 

4 * 

= 0,190476; þess vegna ^r ^r — 0,i904i6. 

I>annig má snúa ðllum brotum, SBm hafa nefnara ósammæld- 
an með 10, í periodiskt tugabrot, eínungis eptir (182), án þess 
að skipta sér nokkurn hlut af (1^3), því þegar teljari lengda 
brotsins er fenginn, þá er alt periodiska tugabrotið fengið. 
Hinn (183) tðlulíður er einungis til að sanna, að teljarí lengda 
brotsins 1 sé periodu$ tugabrotsins. 
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184. Nú er eþtírað bugleiðabið þriðja tilfelli, sem iaiið var 
i ( 1 79), nefáilega, að holdirír fruingjöretidur í q gaogi upp f A^ en aðrír 

elíki. f>á gengur deilingin - — aldrei upp, og tugabrotið verður 
óendanlegt, og að sönnu periodiskt, en periodumar byrja ekki 
strax víð koroniuna, beldur koma nokkrir tölustafir áður, og það 
eins margir, sem stærri exponentinn við 2 og 5 í nefnaranum 
q befir í sér einingar eptir (180). I>essi tugabrot kallast þáekki 
lengur periodish, beldur h&lt' p^iodiBk (á dönsku ufuldkommen 
eller Uandei priodiske). I>essi Y^f^periodisku eða bilf-um* 
ferðabrot má eios finna og bin í^rimeð^viaðdeila teljara með 
nefnara. 
r. • 8 8 

»^"^'^ 75 = vr^. 

t>ar 3 er ekki factor í 10, þá gjðrir sá faetor nefnarans, aö 

aldreí gengur npp, og þar exponentinn við 5 er 2, þ& verða 2 

stafir, sem koma eptir kommuna, áður en periodumar byrja. 

75) 8,0 (0,10666 

75 

500 
450 



500 
450 

500 
450 



50. 
felta tugabrot veröur 0,1066666 •••• og periodan er eínstðfuð, 

nefnilega 6. 

2. Dœmi: -595- =2^1?. 



296) Í»,00) 0,064189 
1776 




2640 
2868 

2720 
2664 



56. 

16* 
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Hðr er komin sama lelf = 56^ sem lomið heOr áður, og er 
það merki til, að periodurnar byrja, svo brotið verður h&Uperio^ 
diútt 1= 0,064189. Periodurnar eru Sstafaðar og undangangaQdi 
stafirnir eru þrír. f)etta gátum vér séð fyrirfram, því, að perio- 
durnar eru þrfstafaðar, leiðir af því, að 37 gengur upp í ^99, 
eða er ^^ (146), en að undangangandi stafirnir ern þrír, af ex^ 
ponentinum við 2, eptir (180). 

185. Hafa má brotlengingaraðferðina i þessu þriðja tiIfelH, 
eins og í binu öðru ; en faún er miklu lengri en þessi, sem vir 
hðfðum i (184). Nefnararnir í þessum brotum ganga nú ekki 
upp í (10^ — 1), h«ldur upp f tölu (10^ — 1)1Ó^, sem skrifast 
með nokkrum 9999 • • • • og núllum þar á eptir. Núllin eru x, 
eða eíns mðrg og stærri vísirinn við 2 og 5, eins og segir { 
(160,1), en hilt verður drjúgast með tilraunum, að Dnna y, eða 
upp í hvað mörgum 9 product hinna annara frumtalna nefnarans 
gengur. I>ar aptan við verður að skrifa þau x núU og deila þeirri 
tölu (IC^ — 1)10^ með forna nefnaranum q. f>á er fenginn 
brotlengjarinn = b, og margfaldast með honum teljarinn ; kemur 
pb. Hinn nfi teljari pb deilist síðan með (10^ — 1) == 99-«--; 
kemur blandin tala B eða brot. Teljarinn f þeirri blöndnu tölu 
eða broti verður periodus, og verður að fylla hana með núllum, ef 
hún er ekki ^tölustafir eðaeins stafamörg, sem nefnarinn 99- • • •• 
Má þá skrifa heilu töluna, ef nokkur var, í B fyrir framan perio- 
dumar með kommu á miili, og loksins færa þá kommu um x 
reiti, eða svo marga reiti til vinslri, sem núllín voru mðrg aptaa 

við 99 • • • •; er þá hUfperiodisha tugabrotið fengið. Tökum fyrra 

8 8 

dæmið f (184), nefnilega ^ = — -rg; þá yitura vér, að 3 ganga 

upp f einum 9, er þá t/, = 1, og exponentinn. við 5 boðar tvö 

núll aptan við þá 9 ; er þá a: = 2. Nefnarinn verður þá 900. 

þá vitum yér, að gamli nefnarinn 75 gengur upp f 900 eptir 

formulunni (lO^ — 1) lO^. Eg deili þa 900 : 75, og fæ 12=« 

b, sem er brotlengjarinn, þá 

?^ = AJ^ = —1. — 96 
36 ~ 75 . 12 ~ 900 ~ 9 . 100. 

f>essa 100 tek eg frá um stund, en deili 

? = <=»• . 
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f>essir 6 i brotí kvótans bt pmodus, því series (183) gefur 
í 1,1,1 



in "t' ma't'ifia > 



10^—1 ~ 10 ^ 10« ^10» 
eða y = 0,11111.... 
og þegar það er margfaldað með 6, kemur 

A = 0,666666.-.. 
og lOJ = 10,6666 •••• = y «= B. 

En þar 100 var undandregift úr nefnaranum, véröur oú aptur að 

deila með 100 (&&'*', 2), með þvi að f«ra kommuna um 2 reitt 

til vinstri (175); kemur þá 

^=0,106666666 

eins og í (184). 

o i^ . ^ 5 5 

2. Dœmi : 



104 8.13 2M3. 
2 er factor í 10, og eoí^onentinn við 2 er hér 3; þá er a? = 3 
í stœrðinni (lO^ — 1)10^. En^ verður að finnast með þessari 
deilingu: 

8 11 3 3 

13) 99 9 999 
"76923. 
Hér gengur ekki fyrri upp, en búið er 6 sinnum að taka 9; y 
er því = 6. Formulan fyrir stærðinni, sem nefnarinn 104 
gengur upp f, verður þá (10« — 1)10^, þaö er 999999000. j^á 
deilí eg því með 104: 

104 ) 99999 9000 (9615375 
639 
159 



559 



390 
780 
520 
0. 
Hér eru allir frádragamir undanfeldir til að spara rúmið. Brot- 
lengjarinn 6 er þá = 9615375. Með honum margfaldast teljar- 
Inn 5; kemur 48076875, sem er nýi teljarinn, svo bið n/ja 
brot verður: 
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48076875 



999999000. 
Hér undanfelli eg núllin um stund, en deili teljaranum með 
999999, sem er (10^ — 1). 

999999) 48076875 (484Sfí| = B 
3999996 
8076915 
7999992 



76923. 
Teljarinn f þeBsari bl&ndnu t61a vtferiodm tugabrotsins eptír 
series i (188), en verður að setja eitt framan við 76923, svo 
verði 076923, því y = 6 beimtar 6 stafi í periodtu. Framan 
við þetta á nn að setja beilu töluna úr B; kemur 
B = 48,076923076923076923. 
Loksins færist kommao um 3 reiti til vinstrl vegna hinna und- 
anfeldu þriggja núlla f deilingunni; kemur þá 

j^ = 0,048076923076923076923076923 

19 19 
3. dœmi: Nú tökum vér hiðannaðdæmi(184), nl.2ög-=2rö7 

jþar 2 er factor f 10, og exponentinn er 3, þá er æ = 3 f 
stœrðinni (lO' —1) lO^; (160, 7). En y verður að finnastmeð 
deilingu. 

37) 999 (27 
74 
259 
259. 

Hér gengur upp, þegar búið er að taka þrenna 9, þess vegna 
y = 3, þá er eptir formulunni {W— 1) 10», sem 296 = 2». 37 
á að ganga upp f. ftess vegna 
296) 999000 (3375 
888 
1110 
888 



2220 
2072 



1480 
1480 
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f>á er brotlengjariQn b = 3375, og meS^^honuin margfaldast 
teljari bins fyrirsetta brots 19; kemur 64125 =2>^,8vobiðleÐgda 
brot verður 

pb 64125 



«6 999000. 








Hér sleppi eg núUunum um stund, 


en deili 64125 mcð 999. 


999) 64125 (64|g- = B 








5994 




- 




4185 








8996 








189. 








í»á er perioduB 189, og þrístOfuS 


eins og 


bún 


á að vera; 


þess vegna 

. B ^ 64,189189189189 ••• 


• 






Loksins færist iconiman um Sreiti tilvinstri, 


þaro? 


= 3; kemur 


19 „„«..„» 


i/\ 







= 0,064189189189189 
4. dæmi, þar sem beiiu töluoa í B vantar. 

± ^ J_ 

45 9.5. 

Hér er 5 factor í 10 og það er b\ svo (lO^ — 1) lO^ = (10^ 
— 1) lO^ En til að finna i/, verður að deila 9 með 9, og það 
gengur upp, svo /brmwZan verður (lO^ — 1) 10^=90. I>á segir 
bún, að 45 gangi upp í 90, og það vissum vér áður. Nú er 45 
i 90 2svar, svo brotlengjarinn 6 er = 2; ogmeð bonum marg- 
faldast teljari bins fyrirsetta brots, 1, og 

£^ = A 
qb 90 

er bið lengda brot. NúUið úr 90 tekst frá um stund. 
9) 2 (0| 


2 

og 2 er periodus eptir serics (183), svo er þá 

B = 0,222222 •••• 
Hér er beila talan f ^ = 0, og nú færist komman um 1 reit 
lil vinstri, svo verður 

-^ = 0,0222222 

og ketnur þetta beim viðbina stjttri aðferðina aðdetla 1 með45. 
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186. Yér bðfum nú dvalið lengi við þessa aðferð, þó bún 
8é i praxis (fraoikvæmdiDDi) éktí Dærri eios bæg, sem hin áður* 
sagða. I>að gjörðum vér vegna þess, að þessi theoria (slcoðuD) 
sýnir betur eðli talnanna, og bvemig á þvf stendur, að tuga- 
brot, sem úr almennum brotum koma, flokka sig í þrjár deildir, 
þar sem fyrsta deildin innibindur f sér þau tugabrot, sem faetor" 
arnir í 10, nefnilega 2 og &, einsamlir af sér gefa f tugakerfinu, 
og þau eru ðli endanleg, og bafa i sér eins marga stafi, sem 
stærri exponentinn við 2 eða 5 ákveður, eptir (180). Hin ðnnur 
ðeild hefir f sér þau tugabrot, sem aðrir faetorar af sér gefa, 
og sem aldrei ganga upp f oeínu tugaveldi (128), (1B4), heldur 
i tómum Díuadum 9999 < • • • eptir FermatB tkfioremi og þvf fylgj- 
andi setningum (158), (159). Hin þriðja deild tugabrota hefir í 
sér þau brot, sem hvorki koma af factorunum 2 og 5 einsðml- 
um, og heldur ekki af ððrum einsðmlum , heldur af hvorum- 
tveggju sameinuðum, ganga svo þeir nefnarar upp f tðlu, sem 
er samsett bæðí af níundum og núlhim. í báðum síðari deild- 
UDum verða tugabrotín óendanleg, vegna þess að aldrei upp- 
gengur, eða vegna þess að níundirnar 9999 •••• eru = 10000 
, * . . — 1 eða tugaveldi að afnumnum 1 ; en kvótinn verður þá 
hin óendanlega series i (183). Enn framar verður það af fram- 
anskrifaðri Iðngu aðferð Ijóst, hvernig á undangangandi stðfun- 
um stendur, sem ganga á undan periodunum. {>eir koma nefní- 
lega af heilu tðlunni f B, og núllum þeim, sem undanfeld voru 
t deilingunní, en bætt upp aptur með þvf að færa kommuna til 
vinstrí, og er það ný deiling, sem gjðrir það að verkum, að 
periodumar þokast tíl hægri. Hér tðlum vér einkanlega um 
tugakerfið; en út af sðmu hðfuð-eiginlegleikum geta þelr, sem 
vilja, fundið, hvernig þetta kann að breytast f hinum ððrum tðlu- 
kerfum. 

187. það kallast fuUkomnar periodur, þegar 10* — 1^0 
imod. q) og «, eða stafafjðldinn f periodus, er = ^ — 1. En 
það er merkilegt við sumar periódur yfir hðfuð, og einkum þær, 
sem langar eru, að þegar búið er að fá perioduna af — , þá 

þarf ei að neyta margfðldunar tli að flnna ~. I>óerþaðmed 
því iÐóti, að multiplicator sé lelf þeirrar periodu. TII þess er 
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ei óhentugt að hafa uppsetaiingarmáta Eamusar (153) og (155). 
Til dœmis: Periodan við 7 er fullkominj þvf « = í — 1=7 
— 1 = 6. Setjum vér þá þannig upp: 
m= 123456 
ro = 1, r^ = 3 2 6 4 5 1 

*•„_! 10 

= 14 2 8 5 7, 



7 
þá er ^ 

f = 0,142857, 

sem stendur f kvótalinunni. Yilji eg hafa þetta brot 2faldaö, 
leita egaö leifinni 2 í miðlinunni, tek svo kvótann, semafhenni 
lOfaldri fœst f neðstu Ifnu einusætinær hægri hendl, þar standa 
eínnig 2. Með þeim tölustaf byrja eg periodunoy og held þar 
áfram út perioduna, og þegar staflrnir þrjóta hœgra megin, byrja 
eg vinstra megin, og fæ 

^ = 0,285714. 

Yilji eg 3falda, byrja eg á.kvótanum hægra megin við leiflna 
3, og þar standa 4, þá fæ eg 

f- = 0,428571. 

I>annig fæst einnig: 

^ = 0,571428. 

188. f>egar nota skal þessa aðferðy sem { (187) var sýnd, 
þá vantar opt ýmsar tölur f leifarnar, sem teljararnir krefja. 
I>ess vegna hafa sumar tðlur, er f nefnara stað standa, tvær eða 
fleíri periodur* f>etta á sér stað bjá hinum ófullkomnu period*- 
um; þvf hínar fullkomnu taka allar lelfar,- sem minni eru en 
divisor. þetta má t. d. sjá á tölunni 13, sem r^iknast verður 
með tveimur periodum, þannig: 

tn t==: 1 2 3 4 5 6 
*-o = 1, *'in — 10 9 12 3 4 1 



»•1«.- 


-ilO 





7 6 


9 2 3. 


11 


= 




far 


13 " 
af fœst: 






0,016923 
0,692307 


0,230769 
• 0,7G»230 


0,807692 




0,933076. 



Hir vantar teljarana 2, 5, 6, 7, 8, 1 1 ; þá má taka hvem þeirra 
sem viH fyrir fo, svo sem ef vér tökum 2, þá er 
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m = 1 2 3 4 5 6 
»•0 = 2, r^ = 7 5 11 6 8 2 

'-^^ =16 3 8 4 6. 
Hér af fœst : 

xl = 0,103846 tÍ = 0,384615 j^ — 0,461538 



IX 



Ta == 0,538461 Tjf = 0,615384 73 = 0,846153. 

Sama er, ef vér tökum Vq = 5, þannig : 

m = 1 2 3 4 5 6 
ro =^ 6, r^ = n 6 8 2 7 5 

"" ^g =384615. 

Leifarnar Vj^mt eionig finnai þessum síðari aöferðnm m«ðþv{,að 

margfalda leifarnar, sem koma af ro = 1, með2eða5, nefnilega: 

1.2 = 2 {mod. 13) 10 . 2 ss 7 {mod, 13) o. s. frv. 

og 1.5 = 5 {mod, 13) 10 . 5 = 11 {mod. 13) 0. s. frv. 

189. f tölulið (157) var sýnt samband milli modúíanna g 
og h, og að þegar haldið væri áfram deilingunní til bins tvöfalda 
index, þá kæmi sömu leiíar öfugar, en kvótamir úr fyrra og síð- 
ara belmingi umferðanna fyltu 9. f>etta framsetur Bamu9 í 
setningu bér um bil þannig: f>egar q er frumtala önnur en 
2 og 5, og bið óstyttanlega brot — gefur jperiodu með « tölu- 
4Stöfum og 8 er Jöfn tala = 2n, eða periodan befir þessa mynd : 

þd er, hvað tölustaflna í periodus snertir: 

9 = ^1+^1+1 =&3 + *n+2 =^3 +*n+3 ••••^n +*2n, 

einnig bvað leifamar snertir: 

5 = n + r^+i = ra + r^+a = r^ + r^+s .... = r^ + r^^. 
Hðr er geflð: 

lO^" = 1 (mod. g), 
því þegar búið er að bœta smámsaman 2n núllum við r^, sem 
var = 1, þá kemur eptir 2n deilingar aptur leif r^n = 1 ; sam- 
ber dœmia g =^ 7 og g = 13 í töluliðunum (187) og (188|. 
Flytjum 1 yflr um con^ru^nsmerkið með minus; kemur: 
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10^^ — 1=0 (mod q). 
En 10^«^ — 1 =(10» — 1)(10'* + 1) eplir (54, D); þessvegna: 

(10" — IKIO"^ + 1) s (mod. q). 
þella scgir, að'^ gangi iipp í (10° — 1)(10° +1); en upp í 
lO'* — 1 gengur q ekki, þar « = 2n er hin lœgsta tala fyrir 
ofan 1, sem gefur 10* — 1 = (mod. q). 

(Samber dæmln 7 og 18. 10° = 10», lO^ — 1 = 1000 
— 1 = 999. 

2 15 811 

7) 999 13) 999 1 



142 76J 

£n þar q gengur ekki upp í þessnm factor 10° — 1, en i þó 
aðganga upp í productinu (10° — 1)(10" + 1), þá verður q að 
ganga upp í binum factornum 10° + 1, eptir (117), (118). 
[Samber dæmin: 

3 20 9 

7) 1001 13) 1001 



£11. 
77J 



143 
^ess vegna: 

10° + 1 s (mod. q) 
eða, með þvi að fiytja 1 yfir um með minus, 

10" = _ 1 (mod. q). 
£n við þessar congruentiur er það leyfllegt, að bœta heilum mo- 
dulus inn i þær, elnnig taka hann burtu (104). |>ess vegna með 
því að bæta q inn i, verðor 

10° = ^ — 1 imod. q). 
ffesBi samsvaran margfaldast með 10* (UO); kemur: 

10°+* = 10*(g — 1) (mod. q). 
En t þíðir 0, 1, 2, 3 •••• annaðhvort frá upphafi, ellegar eptir 
n deilíngar eða viðbætt núU. Hðr af lelðir þá : 

10«+* s Wq — 10* (mod. q). 
Hér má nú burtkippa lOtg; kemur 

10°+* s — 10* (mod. q). 
I>etta má margfalda með teljaranum p, sem má vera hvaða tala sem viU: 
2,10°+* B — plO* (mod. q). 
I>etta gildir eiimig, þegar Tq eUu er litið vera «= 1, eins og 
gjört var í (188). 
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Hinar minstu leifar þessara talna, eða þeirra residua minima, 
verða r^ +t ^S ^a ^g þess vegna vcrður congruentian 

^n + 1 = — n f"»^^- í)- 
Hér bœtist inn heiU modulus, til þess að residuiö hœgra megia 

ekki verði negatift; kemur 

♦•n +t — ð^ — »'t Md, g). 
En þetta þarf ekki að skrífast sem congruentia, heldur má 
það einnig vera líking 

♦•n + 1 = í — n, 

því tölurnar geta verið alveg ákvarðaðar, þegar tekin eru residua 
minima, 

[Tökum { ofanskrifuðu dæroi með deiHnum 7 tðluna í = 1 , 
en þar er n = 3; þá er lO'^ +* = 10*= 10000 og lO^ = 
10*= 10, en p látum vér vera = 1 ; þá verður eptir píO^ +' 
s — plO* {mod. q). 

10*= — 10 {mod. 7). 

Ðeilum nú báðum leifunum með 7 ogtökum minstu leifarnar, 
sem ekkí yfirganga modulus (104), þó ekki sð hinar allraminstu 
leifar, sem ekki yflrstíga hinn hálfa modulus. 

7 ) 10000 7) — 10 (— 1 

1428. — 7 

+ 



— 3. 
Hin fyrri leifin er hér + 4, en hin slðari — 3. fœr eru, 
eins og allir sjá, ekki Jafnar, en congru^ntes eru þœr þó, því 
hér mátti eijis vel í siðari deilingunni taka kv<)tann — 2, þannig: 
7) — 10 (— 2 
— 14 
.± - 

|>essi leif gat einnig fundizt með þvf að bœta modulu$ víð leif- 
ina — 3, því — 3 + 7 = + 4, eins og gjört var í congru- 
entiunni 

♦•n +t = 9 — n («»^- «)• 
Nú eru þá leifarnar ekki einungís samsvarandi, heidur og einnig 
jafnar, 4 = 4; þess vegna mi það vera sannleikur: 

''n+t = í — n 1- 
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Gongruentian 

rn +t= — rt {mod. q) 
gat ekki verið líking, vegna þess að játandi stærð getar ekki 
>eriö jöfn neitandi stœrð, þegar báðir bókstaflrnir r^ +t og r^ 
eru Játandi stærðir, sem hir heflr stað, vegna þess menn taka 
einungis positifar leifar, þegar menn eru að reikna periodumar. 
£n leifarnar urðu báðar játandí, þegar q var bætt inn í congru- 
^ntiuna. En þegar bæði residua eru minni en modttius og bœði 
positif, þá geta þau ekki verið samsvarandi, nema þau sé undir 
«ins jöfn. J>ar nú r^, eins og r^ +t, eru minni en modulus, 
þá verður líka ^ — r^ minni tala en.modulus, því bœði «uö- 
trahendus og differentia eru ípoíiVi/lölum minni en minuendus. 
Af þessu leiðir þá, að samsvaranin 

♦•n +i = <l— n (^öd. q) 
snýst í líkingu, eða verður jafngiid henni, nefnilega 

••n +t = í — '•t. 
Af þessari líkingu leiðir aptur 

♦•n +*t + n = g. 
Beili eg þessu með q, kemur 



r. 



+ t , n 



, + T = '■ 

Margfaldist þetta með 10, kemur 
r.j^tlO rfclO 

I>egar því leifar þessar margfaldast með 10, með þvi að bœta 
núlli aptan við leifina og deilast sve með q, þá verður hin fulla 
summa = 10. £n þessar tölur, sem hér samanlagðar voru, eru 
blandnar tölur, og þs^r menn í þessum deilingum einungis hirða 
beilu tölurnar, er næst ganga, og það verða kvótastaflrnir, þá 
verður summan einungis = 9. Hér með sannarRamus, aðtölu- 
stafirnir úr fyrra og síðara helmingi periodunnar sé samanlagðir 
= 9; nefnilega 

^n+t+l + 6t+i= 9. 

Samber dæmið meðdeilinum 7 i (187). Hér er index við&ein- 
um meiri en index við r, af þv( hver kvóti kemur úr næstundan- 
gangandi leif, nefnilega 6^ +t +i úr r^ + 1, 
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190. Hir við þessa sönnun kann það s;ýnast athugavert, að 
þegar brotunum er slept úr blöndnum tölum, sem til samans 
eru 10, hvort þá verðí summan af heílu tðlunum = 9. Menn 
gsti hugsað sér, að hún kynní að verða 8 eða enn þá mínni. 
£q tU þess að þetta ekki verðí, útheimtist, að summa brotanoa 
i hinum lOfölduðu leifum ekki yflrstígi 1 ; og það gjðrir hún 
hér ekki, heldur verðnr — 1 ; því nefnarinn er q, og summa 
teljaranna verður einnig q eptir formidunni r^ ^-^ -{- r^ == q; 
því þegar hinar einföldu leifar, sem fylla q, margfaldast með 10 
og deilast með q, þá koma nýjar leífar, sem alt eins fylla mo- 
dulus q, sem hinar fyrri. f>ettu sést á framanskrifuðu dæmi 
með dejlinum 7, (187)« 
t = r„+t=6 f =8t 

rt =1 ^=lf; 8f+ 1}= 10; 8 + 1 = 9 

í= 1 r,+t=4 ^=5f 

rt =3 ^=4f; 5f+ 4f = 10; 5 + 4 = 9 

t = 2 r,+t = 5 ^=7| 

r, =2 ^=2^; 7| + 2Ý = 10; 7 + 2 = 9 

t = Z r,+t = l ^=1Ý 

r, =6 y =8f; 11 + 8f = 10; 1+8 = 9. 

Í>es8i útreikningur er gjörður eptir formulunni 

rn 4- 1 10 n 

-2J1* j. ^ = 10, 

og ef hann er borínn saman við penodu-útreikningínn f sama 

dæmi { (187), þá sést, að reikningurinn þar og hér er allurhinn 

sami. Teljararnir, sem hérfást útaf r^ +t og r^, fylla modul'' 

u8 (sem í þessu dæmi er 7), og fyrir það verður summa brot- 

anna állsstaðar =1. En þessir teljarar eru ekkieinungis leifar 

í deilingunum hér, heldur eru þeir og leifar í útreikningi perio^ 

dunnar í (187), og eru þvf bundnir ofanskrifuðu Iðgmáli 

^n +t + ^t= 9lf 
ellegar, sem sama er, 



q q 
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Bartvörpun brotanQa úr blðQduðu tðlunum samanlögðam or* 
sakar þvf það, að 1 fellist af 10, svo þar úr verða 9, eins og 
áður er sagt. 

191. Að snúa tugabroti í alment brot. 
fetta verkefni- er gagnstœtt verkefninu (179). 
Tugabrotíð getur, eins og áður er sagt, verið með þrennum 
hætli: 

1, endanlegt (180). 

2, periodiskt eða umferðabrot (181). 

3, hkUperiodisht eða háifumferðabrot (184). 

Sé tugabrotið endanlegl, þarf ekki annað til að gjöra það að 
almennu broti, en rita nefnarann undir eptirvenjualmennrabrota- 
þá er það orðið alment brot. En nefnarinn er 1 með svo mörg- 
um núllum aptan við, sem tugabrotsstaflrnír eru (164). Síðan má 
stytta það eptir brotstyttingarreglura (85). En ekki verður það 
stylt nema með 2 og 5, eða veldunum þar af, vegna þess aðrar 
tölur ganga ekki upp i nefnaranum. 

Sé tugabrotið periodisTcty má taka eina periodu þess, og rita 
undir hana í nefnara slað svo opt 9, sem stafir eru í henni. 
Hið almenna brot, sem þá útkemur, er = hinu gefna tngabroti. 
Samber (182) og (183). J>etla útkoroanda almenna brot má reyna 
að slytta; það sést á nefnaranuro, með hvaða tölum reyna má 
að stylta, og er það einkum með 3, 9, II o. s. frv. 

Sé tugabrotið h&Mperiodisht, þá er það jafnt þvf almenna brotf, 
er heflr fyrir teljara undangángandi staflna margfaldaða með svo 
opt skrifuðum 9, sem staflr eru margir í periodus^ og þar við 
bœtta eina periodu. En fyrir nefnara heflr það eins opt skrifaða 
9, sem staflr eru í periodus, og þar á eptir svo mörg núll, sem 
undangangandi staflmiT eru. J>að er með formulu þanníg teiknað : 
x^ Un (lO' - 1) Ps 
(lO' — 1) lO'^ 
og merkir þar Uj^ undangangandi stafida n að tölu, p^ periodus 
með 8 tölustöfum, en 10' — 1 eru 9 skrifaðir s sinnum. En 
þessi formúla getur og ritazt þannig: 



X = 



(10» — 1) 10?. 
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og segir húD, að frá undaDgangandi stöfunum og einai periodus 
{o: Vj^ ÍO^ + Ps) skuli draga undaDgaDdi staflna Uj^^ og þá sé 
feDgiDD teljariDD. Ed DefDariDn sg sami sem áður. 

192. SöDDUD fyrir regluDDi^ þegar brotið er alperiodiskt, 

er Dokkuru vegiDD auðséu af (183). I>ó viljum vér sauDa hana 

hér Dokkuð öðruvísi. Setjura, að periodus sé Ijórstöfuð eða « = 4, 

ogstafiruirí heDDÍ sé abcd, þáverður^eríoJtska tugabrotið svona: 

X = O^ abcdabcdabcdabcd " " 

margfalda brotið með 10» = 10* = 10000 

10000 a? = abcd,abedabcdabcdabcd " • ' 
drag hér frá hið eiufalda brot 

aj = 0, ab cdabcdabcdabcd * " * 

(10*— l)a; == abcd. 

BrotiD gaDga upp hvort á móti ððru, þá 

9999 X = abcd, 

. , abcd 

og þá a? = ^^. 

Upp á sama kðemi, hvað margir stafir sem vœri f periodus; eln- 
UDgisáað margfalda með lO^ og deila með 9 skrifuðum < siDnum. 

Með líkum hætti má gjöra hilfperiodishu tugabrotín að almenn* 
um brotum, nefnilega: að margfaida brotið x með svo báuveldí 
af 10, sem undangangandi staQmir og. stafirnir í eiDDi periodu 
eru margir til samans. Skrifa þar undir brotið x margfaldað 
með svo háu veldi af 10, sem UÐdangangandi staflrnir eru margir; 
drag svo hið síðara product frá hinu fyrra. Seljum undangang- 
andi stafina pqr og perioduna abcd, þá er 

o; = 0, pqrabcdabedabcdabcd • " • 

103 ~{- 4 X = pqrabcd,abcdabcdabcd • " ' 

IQS /p = pqr,abcdabcdabcd ■» *■ 

10^(10* — í)x =pqrabcd — pqr 
X ,= pqrabcd — pqr 

(10*— 1) 10» 
= pqrabcd — pqr 
9999000. . 
f>egar hðr vinstra megin var frádregið í coefficientunum við x 
103+* X = lO^ lö* 0? 
108 ^ ^ 10». í . X, 
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þá var 10® sameiginlegiir /acíor, og gat því sezt fyrir ut^n parenthe- 
8in. f>ar á móti voru \0^ i minuenduB og \ i subtrahenduB ósam- 
elginlegir factorar, dragast því frá, og verða (10* — 1). Samber (41). 
Með þessu er alveg sönnuð reglan seinast i (191), nefnílega, 
að frá UDdangangandi stöfunum, og einjií periodus pqrabcdy skuli 
draga undangangandi stafina pqr, og þessu deila með svo mörg- 
um 9, seiii ÆtaQr eru 1 periodusy og.þar.aplan við skriftiðumsvo 
mörgum núlliim, sem undaDgangandí stafirnír eru. það er með 
(lO' — 1) lO^ 

Síðari formulunni (191) ber og saman við þessa reglu^ þv( 
hvað teljarann áhrærir, er * 

U^ 10* = pqr . 10* = pqrOOOO 

P4 = nbcd 

Uj 10* + p4 = pqrabcd 

— U3 = — pqr 

1/3 1 0* + |?4 — ZJa = pqrabcd — pqr, 
Hér með er þá sannað, að regiunni seinast í (191) beri sam- 
an við síðari formuluna þar á undan. En það er hægt að sanna, 
að báðum formulunum beri saman, þvf i 

í^n 10» + P. - Pn 
mi fcra þá liði saman, sem U^ er í, þarinig : 

I7„ 10» - Í7„ + P,; 
útiloka svo binn sameígfnlega factor 17^ f þessumliðum og skrifa 
hann fyrlr utan parenthesin, ^n hina ósameiginlegu factora 10* 
og 1 fyrir innan, þannig: 

V^ (10« - 1) + í>s- 
flér er þá búið að sýna, að þetta.þrent 
Vj, (10* —1) + P3 V^ 10« + Ps —TJ^ ogpqrabcd—pqr 
er eitt og hið sama, þegar í þeirri seinustu mynd að eins stafa- 
fjöldanum í pqr og abcd er breytl eptir kringumstæðunum. 

193. Dæmi upp a tugabrot gjörð að almennum brotum og 
styttingar þeirra; sem og reglur um factora nefnara þeirra, sem 
skrifast með eintómum 9. 

1. Endanleg tugabrot 
0,075 = jjl^; saraber (\H\j þar sem talað er um, hversvegna 
núll er sett ffaman við brotið fyrir aptan kommuna.. 

" 17 '■ ■ ' 
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S S 3« 

_!»T-i5T_? elleMr -^T - 

1000 1 200 1 40 *"®»*'^ 1000 I «0 

0,222464 ==^ 

Nefbarans faetorar era 2 og 5 fyrir hveri núU i Defnaranum, 
þess vegna eru hans factorar 

2.5.2.5.2.5.2.5.2.5.2.5, 
en engir 5 ganga upp í teljaranum eptir deilileikseinkunninni 
roeð 5. 2^ = 8 gangaupp í teljaranum eptir deilileikseinkunn- 
inni : 

8 8 

222464 T 27808 T 3476 



iT 27808 T) 
í I 12ð000 I II 



1000000 I 12ð000 t 15625. 

I>ar factorinn 2 ekki kemur optar fyrir í nefnaranum en 6 
sinnum, og nú er búið að stytta með honum 6 sinnum, þá verð- 
ur brotið ekki stytt framar. 

2. Alperiodish tugabrot. 

f>ar nefnari almenna brotsins, sem úr tugabrotinu fæst fyrst, 
hefir þetta útlit: 

abed • • • • 
9999---- 
þá viljum vér fyrst hugleiða factora nefnarans. Deilum vðr ne&- 
aranum með 9, kemur 1 1 1 1 • • • • eða tala, sem er eintómir ein- 
ar. En þessi tala verður aptur deílileg með ýmsum töium, eptir 
því sem þessir eíuar eru margír. Yér teljum því einana og setj- 
um Qölda þeirra == E, en töluna sjálfa llli^^^* köllum vér N. 
I>á getur skeð menn vilji stundum nota eptirfylgjandi reglur: 
a, Gangi 2 upp í E, þá er N deílilegt með 11. 
P, Gangi 3 upp í E, þá eru factoramir i N 3,37. 
Y, Gangi 4 upp ( £, þá er 101 factor, auk 11, sem talinn var 

við 2. 
ð, Gangi 5 upp f E, þá eru factorarnir 41 • 271. 
e, Gangi 6 upp í E, þá eru factorar 7, 13, auk áðurtaldra 11, 

3, 37, við 2 og 3. 
Zi Gangi 7 upp í E, þá eru factorar 239, 4649. 
7j, Gangi 8 upp í E, þá ganga73, 137 upp í JV, auk 11 og 101, 
», Gangi 9 upp í E, þá er factor i N 33667, auk 3% 87. 
i, Gangi 10 upp ( E, þá gengur 9091 upp ( N, auk áðurtaldra 
11, 41, 271 viö 2 og 5. 
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þessar reglur má nota við allar þœr tðlur, sem samsettar eru 
af áðurtðldum t. d^ ef £ = 12 = 2 . 6, þá eru allir factorar 
úr 2 og 6 eiDDÍg factorar i N. En svo þarf Ifka að deila N með 
producti þelrra, þeir eru 3 . 7 . 11 . 13 . 37. Product þeirra 
er 111111; þess vegna 

fffist þá nýr factor^ sem faér bætist við. 
Nú tðkum vér til sjálfra dæmanna: 
0,4444444. ..••.-. 
I>etta brot hefir einstafaða periodu 4, og eptir (192) er það = }. 
Nefnarinn er 3 . 3 og heBr factorana 3 og 3, en þeir ganga 
ekki upp í teljaranum, svo brotið er óstyttanlegt. 

0,1818181818 

I^etta brot heflr tvístafaða periodu og er = Jf eptir (192). Meö 
9 deilist fyrst nefnarjnn, og ganga 9 einnig upp í teljaranum; fæst þá 

11 
og það brot verður ekki stytt. 
0,428571428571 •••• 

f>etta brot er 

= 428571 

999999. 
Nefnari þessi deilist með 9, og 9 ganga einnig upp í teljaran- 
um, svo brotið má stytta með 9, verður það 
47619 
111111. 
Eptir reglunnl e er 111111 =:= 3.7.11 .13.37; 3 ganga upp 
í teljaranum. 

471619 
47 
7) 572 
81. 
7 ganga ekki upp í töiunni, og má stryka yfir 7. 
11) 572 
52. 
11 ganga upp í benni. 
13) 572 
44. 

17* 
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13 ganga upp i teljaranum. Nú er eptir að reyna með 37 i 
47619. 





47|619 




47 




37) 666 (18 




37 




296 




296 


37 


ganga upp í 47619. 




3 . 11 . 13 



Ná er framkyæmlð af 
37 = 15873. 

Í>á gengur 16873 upp í teljara 47619 og nefnara 111111« 
15873) 47619 (3 15873) UlÍU (7 . 
47619 111 111 

Hlð stytta brot er því f . f>essl relknlngur kann þykja nokkuð 
langur. Hann hefðí má ske skemri oi^lð með því að stytta 
brotið með hverjum faclor sér f lagi. 

3 11 13 3T 

A7619 T 15873 '^ U43 TluTs 
111111187037 3367 I 359 f 7, 

Fljótara hefði sammælirinn fundizt eptir (88), þannig : 
47619) 111111 (2 

95238 ' 

15873) 47619 (8 
' 47619 . ' 

En svo er eptir að deila teljara og nefnara með sammælin- 
um 16873. 

3. U&Uþericídish' tugabrót. ' 
f>ar nefnari almenna brotslns, sem fyrst fœst úr tugabrotínu, 
hefir þett^ útlit 

(W — 1) lO^ 
eða nokkrum slnnum skrifaðir 9 með nokkrum núilum aptan við, 
þá skoðum vér fyrst samsetningu nefnarans, og hún er 

9 . • * 

En hvað áhrœrir — eða 1 1 1 1 • • • •, má nota reglurnar í 

«/ •■ ■ * . ■ 

þessum tölulíð í 2 ; gðngum vér svo til sjálflrá dæitianna : 
0,069444444 •••• 
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Hér eru undangaogandi staflmir 3, og einstöfnð perioda, þá 
er eptir formulunni 

X = tr„fio»-i)+í>. 





(lO'— 


1)10"» 






= 


069.9 4- 4 








9000 








== 


621+4 
9000 








= 


625 
9000 ~ 


6 . 


h' 






1.3«. 


2». 


6» 




= 


5 

3». 2" 


^^ 


5 

72' 



Tökum annað dæmí: 

0,795454545454.... 
Hér éru undangangandí staflr tveir og tvístöfuð perioda. jþctta 
viljum vér reikna eptir formulunni 
pqab — pq 

\k er 





9900. 




7954 
79 
7875, sem er teljarinn 


7875 
9900 ~" 


7875 
11. 9. 2«. 5«. 



f^egar búið er að leysa nefnarann upp í hans gjörendur, er 
þægUegt eptir deilileikseinkunnunum með hinum sömu gjöröndum 
smámsaman að deiia teljaranum og hans kvótum þannig: 

5) 7875 



6) 1575 35.9.5« __ 
9) 315 ^^ 11. 9. 2«. 5« 


35 35 
11.2« 44* 


35 




Tökum brotlS 




0,00123123123123123 •••• 




og höfum formulana 




^17^(10«- l)+p. 





(10»— 1)10» 
17„ = 00 8 = 3 Ps = 123. 
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0.999 + 123 _ 123 _ 123 

41 



99900 99900 


111.9 


.2«. 5« 


123 3.41 


41 




~ 3.37.9.2*.5» 3.37.9.2«.5'' 37.9. 


2«. 5» 


Tökum blöDdnu töluna 






3,04176281462814 •••• 






Heila talan má geymast sér. Höfum 


formuluna 




pqrsabede — pqrs 







33300. 



999990000 



041762814 
0417 

41762397; 

41762397 41762397 41762397 



^^^ 999990000 ~ 1X111. 9. 2*.5* ~ 41 .271.9. 2*.T*. 
Hvorki 41 né 271 nð 2 nð 5 ganga upp { teljaranum. Talan 
41 er g^ eptir töflunni í (146). Einungís 3 ganga upp í teljar- 
anum, svo brotlð verður ásamt heilu töluhní stytt 

194. fegar tugabrotin eru stafamörg, verður erfitt að 
reikna með þeim óskertum, og öldungis ómögulegt, þegar þau 
eru óendanleg. I>ess vegna nota menn eínungis nokkra stafi 
framan af þeím. £n þá er þörf að vita, bver skakki af því hlýzt, 
þegar slept er stöfum aptan af þeim, ellegar vita, hvað raarga 
tölustafi þarf að bafa, til þess að réikningurinn nái sínum tilgangi. 
í samlagningu má framkvæma þetta þannig: Sé brotin þannig ásíg- 
komin, að þau baö n tölustafl, og skakki þeirra þess vegna sé < ^ 

(samber (181)), og bann sé positif, það eraðskilja, að þar þurfi 
svo miklu að bæta við það, sem í reikninginn er tekið, að bin 
rétta stærð framkomi; þá verður summa allra skakkanna við m 

samanlögð tugabrot < . Nú skal talan m vera skrifuð með 

lO"* 

q tölustöfum, og 10^""^< m < lOS þá er skakkinn í summ- 

1 m 

unni < ; því ef lO^ er sett í staðinn fyrir mi , kemnr 

IQn-q' ^ 10" 

, sem stytt með teliara sínum verður . . Vilii eg nú, 

að þessi skakki skuli vera < — -, þá set eg 

lO'' 
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n — g = r; 
þá er n = r + q. 

]^etta segir, að samleggjendurnir þurfi að vera teknír roeð r-^q 
tugabrotsstöfumy ef suminaa skal vera áreiðanleg með r tuga- 
brotsstðfum. t. d. ef leggja skalsaman Htugabrot, semákvðrð- 
uö eru með nálgun, þá er 14 tveir töiustafir = q, nefnilega 
10^-^ (eða 10) < m < lO^, það er < 10«, sem er 100, þá 
skal, svo lengi sem samleggjandaQöldínn liggur milli 10 og 100, 
œtla tvo stafi fyrlr vanhðldunum eða skakkanum. En með sama 
hœttl, ef saroleggjandatalan ermilli 1 og 10, það er lO^ og lO^ 
er nóg að œtla 1 staf fyrír skakkanum, eða liafa einum fleiri 
tugabrotsstafi í samleggjðndunum, en menn vilja hafa áreiðan- 
lega i surorounni, t. d. vilji eg ákvarða surorouna af eptírfylgjandt 
5 broturo og sjðtta nikvæmu, að ekki skakki i þúsundustu pört- 
um eða — —, þá er r == 3 og g = 1, þá verð eg að leggja 
þau saman með r + q — A tugabrotsstðfum þannig: 

42 

0,8333 ^ i U 42) 11,0 (0,2619 

0,6666 = f 28 84 

0,1904 = ^\ 8 2 60 

0,1428 = f 6 2 52 

0,4285^ = ij 18 

0^5 = ^ 21 

2,2616 24i 95. 




2. 
Hér er settur hvor við hliðina á ððrum reikningurinn með 

tugabrotunum og með almennu brotunuro, og þar að auki hið 

útkömanda almenna brot gjðrt að tugabroti. Hér sést þá, að 

reíkningunum ber saman i þúsundustu pðrtunum, eins og hin 

fundna regla fyrírsagði. En i tíuþúsundustu pðrtunum fer brot- 

unum að muna, og sést það, þegar summa tugabrotanna 2,2616 

er dregin frá tugabrotinu, sem úr verðnr almenna brotinu 2,2619, 

þannig: 2,2619 

2,2616 

0,0003, 

og munar þá um 70Í-00, sem er pmtifur skakki. 
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195. Sé nú brotiD þannig lekin, að skakkinn viö hvert 
þeirra liggi milli + -~ . -— , nefnilega sé allsslaðar minni cn | 
eining hins seinasla decimah, sem tekinn er, og sé p laia þeirra 
brola, sem hafa negatifan skakka, og af því hinn seinasli deci^ 
mal var hækkaður um 1, svo þau þess vegna eru öf stór; ea 
hin apluf of h'til ; og þessi of litlu brot eru þá að tðlu m — p, 
þá Yérður skakkinn í summunni að liggja milli — ^" • ~n í^^^*" 

*»/a'megin, og -^ . — negatifam^%\Ví. Sé nú hið síðara dreg- 

ið frá hinu fyrra, keraur: 

Efsta skakkamark 

Neðsta skakkamark 

Tík 1 

Skakkasvæði frá neðsta marki — . — 

Hér kemur skakka eða óvissusvæðið hálfu minna cn áður var 
(194), þegar m voru addendav allir of litlirog gátu skakkað nærri 
— , í stað þess að nú eru Bumir of stórir, en snmir of litlir, og 

skakka mest y . — . Sama dœmi, sem áður, viljum vér nú skoða 
með hækkuðum seinasta decimál, þar sem hinn fyrsti slepti var 
5 eða meirí en 5. 



m — p 


1; 


2 ■ 


ÍO" 


P 


1 


—2 ■ 


10" 



Á 


B 


0,3333 nákvæmar 0,333333 


0,6667 


0,«66667 


0,1905 


0,190476 


0,1429 


0,142857 


0,4286 


0,428571 


0,5 


■ 0,5 



2,2620. 2,261904. 

Sé nú bið rétta brot 2,2619 (194^ dregiö hér frá snnamunni í 
samlagnÍDgunni A, þannig : 

2,2620 
2,26 i 9 
0,0001, 
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þá sést, aö hiQD Dýi reikningur gefur summuna um j^^ of stóra, 
en hinn fyrri um yöoöö ^^ ^'^^^i- 

Af þessum é brotum, sem hér voru samanlögð, var 1 oákvœmt, 
sem er 0,5, cn 5 ónákvæm; þess vegna m = 5. 

Af þessum 5 brotum eru 4 raeð hækkuðum decimal, og þess 
vegna of stór, eða með negatifvm skakka, svo p er = 4, en 
hin m — p eða 5 — 4 = 1 eða 1 brot er þá of h'tið eða með 
positifum skakka. þessi tala — ^ merkir m — p helminga 
einingarhins nta decimals, sem bér er hínn 4%ieðatíuþúsunclasti 
partur úr tölunnar einingu ; og er það positifur skakki = 0,00005. 
— I merkir negatifan skakka, sem í hæsta lagi getur verið p 
hálfar eiDingar hins 4%ft decimaU. Báðir skakkarnir eru reikn- 
aðir frá tölum reikníngsins, sem dæmast á, og þess . vegna frá 
hans summu, sem hér er 2,2620, f samlagningunni A. Hér er 
2> = 4; þess vegna — | . ~ = — 2. ^ = - 0,0002. 

Svo» er þá skakka- eða óvissusvœðið á báðar síður frá 2,2620. 
m—p ,11, 

— ¥~~ ' ~¥ * 7n*^ "^ 0,00005, þá efra óvissumark 2,26205 

— ^= — 2 . 7774 = — 0,0002, þá ne^ra (Jvissomark 2,2618 

- + + 



m — p — ( — p) m - 1 

S = "9"" '^í • TTu'^ 0,00025 = mismÐmir = skakkasvaDi. 

f>etta reiknað frá neðsta takmarki óvissusvæðisins til hins efsta. 
Til að sjá skakka og óvissusvæðið enn betur, er hér við hliðina 
sett samlagning með nákvæmari brotum B. Ðrögum vér nú brot- 
in i A frá brotunum i B, fást skakkarnir: 

+ 0,000033 < I . "í^, = 0,5 . ^, = 0,00005 

— 0,000033. < — -§■ • 1^4 = — 0,5 . i^ = — 0,00005 

- 0,000024 < _ i . jL = _ 0,5 . iV^ = - 0,00005 

- 0,000043 < - i . Hii = - 0,5 . j^i = - 0,00005 

— 0,000029 < — Y • á"* "= — 0,5 . ~4 = -^ .0,00005. 
Hér hefir mínna merkið < (23) einungis tiUit tit talDaima, eo 
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ekkí tit + og — merkjanDa; þvíannars væri t. d. — 0,000033 
> — 0,5, samber (35). 

Hinu nákvœma broti 0,5 er hér slept, þar það hefir alls eng- 
an skakka. 

I>egar summa binna negatifu skakka == — 0,000129 < — 
0,0002 er dregin frá binum poaí^t/a skakka 0,000033 < 0,00005, 
þannig : 

+ 0,000033 < .0,5 . j^, = 0,00005 

— 0,000129 < —.2,0 . A-^ = — 0,00020 

+ ± + 

0,000162 < 2,5 . ~i = 0,00025. 

I>ar < beflr einungis tillit til talnanna, þá gildir bér ekkí 
(42, 3). Hér er þá skakka eöa óvissusvœðíð reiknað frá binu 
neðsta takmarki þess til bins efsta, og sést þar af, að bið veru- 
lega eða sanna skakkasvœðí er mínna en óvissusvæðið, því 

óvissusvœðið er 0,00025 = !^ . J— = A . ^ 
' 2 10" 2 10* 

skakkasvœðið er 0,0QQÍ62 = 
mismuaur þeirra 0,000088. 

fJl — V 



196. Sé allir skakkarnir (195) samanlagðir, nefnilega 



2 



upp á við, og — I niður á við, f staðinn fyrir að þar voru 

skakkarnir frádregnir; þá kemur summa allra skakkanna eða 
skakki summunnar þannig: 

— ^^^ . summa positifu skakkanna. 

-^ . summa negatífu skakkanna. 

2 lo^ 



m — 2p 1 /m ,1 , ... 

— iT" ^ • — r = I "s — P) • == skakki summunnar. 

2 10" V 2 ^' 10» 

Her eyða binir negatifu skakkarnir binum positifu eða þessir 
binum. f>ó er bér við aðgætanda, að allir skakkarnir eru látnir 
vera = y . — - , en það eru þeir sjaldnast. þessl formula segir 
því skakka summunnar optast of stóran á annanbvom veginn, ef 
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noiast skal viö ininDi skaJika. Somma skakkanna reiknast ekki 
frá neösta skakkamarki, helður frá summunni sjálfri. Til að fá 
hana úthelmtlst, að menn víti p, eða hvað mðrg af brotunum 
hafa negatifan skakka. Sé engin af brotunum með negaiifum 
skakka, þá verður skakki summunnar = skakkasvæðinu = 

-^ . — - . Sé engin með positifum skakíia, þá er hún — 5 — . 

i vn 1 

— eða hið öftiga skakkasvœði. Sé helm- 

ingur brotanna mcð negatifum skakka, þá verður — "^ ' * — • 

= — ^ — . == 0, og þá getur skeð, að summan 

haQ nokkurn skakka, þó sh'k skakkasumma segi ha.nn engan vera, 
því í henni er allsstaðar gjðrt ráð fyrlr hálfrar stafseiningar skökk- 
um. Við þessu er hætt, ef annaðhvort hinir positifu eða nega" 
tifu skakkar eru mjög litlir. 

197. i>ó öU brotin skakki um hálfa stafseiningu (seinasta 

m 1 

slafslns) og þó skakliasvæðið sé aldrei stærra e,n — . ——(195), 

þá getur skeð, að það verði annaðhvort positift eða negatift, 
þegar það er reiknað frá summu reikningsins, þó það ætíð sé 
positift, þegar það er reiknað frá skakka- eða óvissumarkinu 
neðra (195). Setjum t. a. m., að öll brotin haíi skakkað niður 
á við, en ekkert upp á við. f>á verður p = m og skakkinn eplir 

skakkaformu?wnm (196^ == (y— m).~ = ^"^ ^ . — = 

rw 1 

— -- . , því þar verður formulan (196) gildandi, þar allir 

skakkarnir eru hálfar stafselningar. {>etta gefur og að skilja, þv( 
þegar allir skakkarnir eru negatifir og leggjast saman ásamt töl- 
unum og einingum þeím, sem seinustu staflroir voru hœkkaðxr 

með, þá verður summa skakkanna negatif = ^m . = 

— ~ . , en summa stafseininganna verður = . Ea 

2 lo'* ' lO^ 
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þessum lið má sleppa, því hana er komiDn i súminana 

og felst f henni eptir reglunni að bækka seinasta staQnn. Skakki 

m 1 

suraraunnar verður því = ^ . , eins og skakkasvæðið 

2 lo^ 

tekið á negatifa veginn. Með sama hætti verður skakki summ- 
unnar positif, þegar allir skakkarnir eru positifir og þá er skakk- 

Tíl 1 

inn = -TT- . — . Það má því kalia, að skakkinn leiki milli + 
2 10» • 

•^ . og íT • > og svæðið þar á milli má heita leikrúm 

2 lO'^ 2 10» 

skakkans eða leikvöllur hans (á dönsku: Spillerummet for Fei- 
len), og þetta leikrúm skakkans er þá = , því 



m 
T 


1 

' 10" 


— m 
T 

+ 


1 
' 10° 



1 ^ m 



£n þetta heflr f hvert sinn ekki stað, nema ef menn ekki vita 
p, eða hvað raðrg af brotunum eru negfitif. Leikrúm þetta er 
þvi mðgulegleiki skakkans, en aidrei hans sanna stærð, þvf það • 
getur aldrei verið altsaman skakki, og engin stærð, sem heflr á- 
reiðanlegan útgangspunkt, getur skakkað f tvær áttir undir eins. 

198. £f brotin, sem eiga að leggjast saman, eru ónákvæm, 
og hafa misjafnan stafaijölda, og það brot, sem heflr fæstacíect- 
mafa, er ónákvæmt, þá er ekki til neins að taka fleiri decimala 
i hínura brotunura, sem hafa þá fieiri, og þó þau væri nákværa, 
því eitt ónákvæmt tugabrot gjörir allan reikning með fleirum dc- 
cimölum ónákvæman; t. a. ra. ef eitt brot heflr einungis þrjár 
decimala réttð, er ekki til neins að taka f hinum brotunum flelrí. 

199.' Sé tvö ónákvæm tugabrot A og B, og skakkar þeirra 
a við A, og p við B, en það skyldl vera óvfst, hvort akakkamir 
eru poBitifir eða negatifir, þá táknast 
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hinar nákvœmu tölur með A + a og jB + p 
summa þeirra -^ + ^ i a + þ 

mismunur A — jB + a + p. 

Hvað þessa Bubtraction áhrærir, þá er : 

A±(x 

B ±^ 

- + _ 
A-B± a+ p, 

vegna þess að merkin f subtrahendus breytast í hið gagnsíœða. 

En summa og mismunur hinna ónákvæmu stærða A o^ B er 

A ± B. 

Skakki þeirra er H;^ * i P 

eða í hæsta lagi a + ^ 
bæði víð addition og subtraction, I>ar af kemur sú regla, að 
takmark skakka fleirliðaðrar stærðar er = summu takmarka 
skakka liðanna. 

200. í tölulið (194) segir, að ef summa af m tugabrotum 
skal verða áreiðanleg með r tugabrotsstöfum, þá þurQ samleggj- 
endurnir að vera teknir með n = r ± q decimölum, ef q er 
^lafafjöldi sá, er m skrifast með. I>ar er gjört ráð fyrír, að 
DÓgir s^ decimalar og menn ekki hækki seinasta tugabrotsstaf, 
er þeir taka, þó hinn' næsti slepti sé 5 eða meirí. I>egar því 

skakki summunnar þannig verður <; , þá hlyli hann þó að 

verða < — . = , eða helmingi minni, ef brotin 

2 10' 2.10' ' 

væri tekín þannig, að hvergi skakkaði meir en um . En 

^.lO'* 

f)ðr deetmall ekkí breytist við hálfrar stafseiningar skakka, beldur 
fyrst við heillar^ þá má brotaqna íjöldi með þessari aðferð vera 
hálfu meírí, nefnilega 2m^ í staðinn fyrir m/ og þess vegna má 
milli l og 20 taka n = > + 1, milli 20 og 200 n = r + 2 
0. s. frv. {>etta má einnig finna þannig: f>egar snmma af m 
lugabrotum, sem ekki skakka nema fram undir ^ eíningu hins 
nt« decimah, skal Bkki skákka meir en fram undir eina eininga 
hins rta decimals, þá má ákvarða m þannig: 
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_m_ J 

2.10'* lO^- 
Samber (194) um skakkasummuna — , en hélmingurinn þar af 

er -. En hér af leiðist aptur með þvf að margfalda með 

2 . lO^ báðum megin við minna merkið 
^ 2. 10" 
10' • 
Hér má stytta brotið hægra megin með lO^, því 10' gengur 
upp f lO^; kemur þá 

m < 2 . 10^-'. 
Sé nú 

n — r = 1, þá er m < 20 
n — r = 2, þá er m < 200 
n — r = 3, þá er m < 2000 o. s. frv. 
Hér er bókstafurinn m notaður nokkuð öðruvfsi en í fjrrí að- 
ferðinni. i>ar merkti m hinn hálfa f]ölda brotanna; hér er m 
hinn heili fjöldi þeirra. 

201. Skuli íubtrahera ónákvæmt tugabrot frá öðru óná- 
kvæmu, og þau skyldi skakka fram undir ; þá liggur skakki 

inismunarins milli + --^, þvf 
A + a 



A — B + a — ^. 
Skakkl mismunarins verður mismunur skakka minkanda og frá* 

draga. En a og p eru < — — ; þess vegna verður mismunur 

þeirra einnig minni og hvað meira er, minni en hin stœrri af 
tOIunum a og ^, eptir lögum frádragningar f tölum, því þar er 
minuendua stœrstur (25,2). En a — ^ verður posUift eða nego" 
íift, eptir því hvort a > ^ eða ^ > a« ^e$$ vegna Uggur skakki 

mismunarins milil + — ~. 
"^ 10"* 
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202. Lfggi skakkt binna gefnu tugabrota mili + -1- . _L 

— 2 10»»' 
og það er kunnugt um báða skakkana, hvort þeir eru positifir 
eða negatifiry þá er: 
- 1. Sé skakkinn f minuendtts positifur, og i $ubtrahendus nega- 

tifur, þá er skakki mismunarins milli og — — . bví: 

10" ' *^ 

A + a 

- + 









A — B -\- 


a 


+ P. 




Hér 


er 


skakki 


mismunarins ot 


^ + P, 


en 








a< 


1 
2 


1 
* 10" 










P< 


1 
2 


1 

10" 






« + P< 


1 

10° 


-^ 





|>að segir, að a + P liggi milli og . 

2. Sé skakkinn í minuendm þar á mót negatifur, en í swöíra- 

hendus posiíifur, þá er skakki mismunarins milli og ~ bví 

A — a 



.1 — fi - (a + P). 
Hér er skakki mismunarins negatifur, en 

a < — . 

2 10" 

P<-i.-*- 
2 10" 



a + P<~. 
10" 

þess vegna skakkinn milli og — .' 

10" 
3. Sé skakkinn positif bæði í $ub^ahendu$ og minuendus, 

l>á er skakkinn f mismuninum milli + — . — , þv{ 

■^2 10" ' *^ 
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B + p 



A — B + a — p. 
En í frádragnÍDgunni a — p er bœði minkandi og frádragi <! 

- . ; þess vegna þeirra mismunur einnig <; — . (25,2), 

2 lO^ 2 10" 

það er a — 6 < - • . Nú er talan a — 6 positif eða 

2 10" ^ ^ ' 

negatif, epíir því hvort a > p cöa p > a; sé a — p positif, 

1 JL 

2 * lO^ 



þá liggur sú tala milli og — . ; sé hún negatif, þáligg 



ur hún milli og . . fess vegna liggur skakkinn 

milli + -^ . — — . 
— 2 lo^ 

4. Sé skakkinn negatifur bæði í minmndus og subtrahendus^ 

þá er skakki mismuuarins eins og í þriðja tilfellí, því 

, A — a 

- + 

A — B— a + p = A — 5 — (a — P). 
I>að, sem eptir er af sOnnuninní^ er öldungis eins og f þriðja 
tilfelii. 

203. Að ákvarða skakkatakmark framkvæmis af ónákvæmum 
tugabrotum margfölduðum saman, þegar menn vita takmörk fyrir 
skakka gjðrandanna. 
f>etta má gjöra með þessum hætti: 
A + a 

B + p 

AB + BoL + Ap +■ ap. 
Skakki framkvæmisins er þá: 
Ap + i?a + ap. ' 
Sé báðir skakkafnir negatifiry má, ef viii, hafa forskriptÍDa 
svona: 

— 4P — BOL + OL^. 

Sé skakkiqn í margfaldanda negatifuk getur Jiún verið svona: 
^P— Bit *— ap. 
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S& skakkinn i margfalðanda posiU^r, en i margfalða nega* 
tifur, þá 8vo: 

— Ap + Ba — ap. 
f þessuRi fyrírsögnum má optast sleppa a^, af þvf sá liður verð- 
ur 8V0 Iftill, að hans gætir ekki i þessum skakkareikningl. Si 
nefbiiega a < — - og p < -i^, þá verður flramkvsmi þessara 

brola eða aP< r-. Nú má tákna tölumar. sem margfald- 

ast eíga, þannig : 

-A = öm • 1.0"» + a^^i . IO"-l H + oo + a^i . 

10-1 H o_p . 10-P 

B = bj,. íff'+ b^^i . ÍG^-^ H h bo + b^j^ . 10-1 

+ •••• ft-q . 10-^. 

Hðr merkir Oj^ hœsta staf margfaldanda í heilu tðlunni, og 

þess vegna m veldisvfsí sama stafs fyrír töluna 10, er finst með 

þvf að telja frá einingastafianm þangað. a_p er seinasti stafur 

brotsins, og þess vegna — p tugaveldisvísirinn, sem þar er, svo 

tölustafurinn. sem þar stendur. er ^. Með sama bœtti er 

^ ^ * lOP 

merking stafanna f B. 

Til að gjöra þenna skakkareikning auðveldan, hœkka menn 
fyrsta naerkjanda staf f A og £ um 1, en setja núll fyrir hina 
stafina. Við þetta koma fram stœrri tölur en A og B. j»etta 
táknast þannig: 

il < (a^ + 1)10"^ 

B < (*n + 1)10». 
Þetta skal margfalda með takmðrkum skakkannaf Aog B^ nefni- 

lcga og — ; þá verður skakki producestns eptir nýsagðri 

forskript: 

f <r (^" + ^)>0" j_ (frp + 1)10'^ 
' lO^ lOP 

Stylta má brot þessi með ÍO^ og 10»; kemur: 

.^?SL±2.+Í!L±1 



lO^-*" lOP- 



18 
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. Frekari styttingar og hagræði má gjöra sér, þegar bókstafimir 
eru orönir að ákvörðuðum tölum. 
Dæmi: Sé tölurnar, sem eíga að margfaldast samaDy þessar: 

A = 0,021923 

B = 1426,32145, 
þá sjáum vér, að A er geflð i miUiónusta pörtum eða með 6 

decimblum. Skakkans takmark er því j^ . Ð er geflð með 5 
decimölum. Skakkans takmark þar er þvf jv^ • f>á er : 

Nú fðrum vér að taka bókstafina, sém reikningsforskriptin fyrir 
f krefui'^ i>á er a^j^ binn fyrsti merkjandi stafur í A, og er 
hann 2 i brotinu (því þar má einnig taka hann, ef heila talan 
er 0). I>etta era hundruðustu partarnir; og éxponentinn við 10 
þar er t= — 2, svo m = — 2, Staforinn bj^ i J? er = 1, 
sem er þúsundastafurínn, og er hann hinn þríðji frá eininga- 
stafnnm. Exponenfinn við 10 þar er þvi4-3, svo að n = + 3 
(bann er positifur^ þar hann er í heilu tölunni). Bókstafurinn p 
er 6, sem er hinn áðurfundni eooponent tölunnar 10 i a, og q 
= 5 sömuleiðis í ^. I>á verður eptir forskríptinni : 

/ <- ^ + ^ 4. ^ + t _ A. j. A. 
' ^ lOM""*) 10«-» ~ lo^ ^ lo^* 

8 2 

Hér má nú ýmislega aðfara, t. a. m. gjöra brotin -jttj og -j^ 

samnefnd og leggja svo saman. Samnefnd verða þau með því, 

2 
að margfalda -r^ i teljara og nefnara með 10*. Brotin verða 



jl'wi,*,** Au«k vtuuiQ cjv»«» ^«uuig • i'tti uAvrui/ I ^ ucui luai^iai^ 

minna nefnara en bítt brotið, þá er það einnig margsinnis stærra, 

þar ekki er mikilí munur á teljurum þeirra. þar má þvi sleppa 
3 2 

Yqt", en halda einungis -j^, og selja 10, sem er næsta tuga- 



þá 


3 

10' 


+ 


2.10* 
10' 


= 


3 

10' 


+ 


2_ 


. 10000 
10' 


= 


20003 
10' 


< 


100000 
10' 


« 


10» 
10' 


^A 


1 

10«* 


.:k_ 


M K». 






S..^ u.^ 


l*% 


2 ■ 


.a^ 


^^^e^ia. 
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10 2 

veldi ^rirofan, fyrir teyara þess, kemur þá jgg-jSemer^Yp-. 

nðr við gjöríst takmarlc skakkans hœrra og má stytta -jt^ meO 

10; kemur -rjr^. f^essi skakkareikníngur er hafður svo óná- 
kvæmur, af því hér er ekki um annaö að gjöra en heil tugaveldl, 
og er ekki tíl annars en að vita með hœgu móti, hvað marga 
tölustafl vert er að nota f margföldun ónákvæmra tugabrota, þar 
ekki verður komizt sannleikanum nœr fyrír það, þó þeir sé not- 
aðlr allir. 

Athugagrein. 1. í þessum töluUð hefl eg að miklu leyti fylgt 
herra Adolph Steen. 

2. t þessum tfilullð er sagt að hækka eigi fyrsta staf i A og 
B um 1, en setja núU fyrir hina. Skuli heimfæra þetta upp á 
töludæmið, sem þar er lekið, A = 0,021928, þá verður A < 

3 3 

0,030000= 3 . 10— 2 = ^ = yqq' Sömuleiðis er B = 

1426,32145. jþar af P < 2000 = 2 . 10». I>etta á svo að 
margfalda með skakkatakmörkunum -r-^ og y^; kemur f < 

JL JL + 2 103 ^ = -l^ + J^ _ X 4, 

2 
—^ og kemur þetta heim víð það^ sem síðar er fundið. 

204. Hin slytla margföldun. far eru einkum tvœr orsakir 
til að menn stytta fyrir sér margfötdiiBlna með hinum iðngu, en 
þö opt ónákvæmu tugabrotum. Sú eina er: að menn ekki þurfa 
vlð í það og það skipti að halda á meiri nákvæmnl, enfáirtölu- 
staflr gefa. Hín ðnnur er: að reikningurinn með fleirum tuga- 
brotsstöfum gefur ekki nákvæmarí iírurð {Facit) þó fléiri staflr 
sé notaðir, en skakkatakmörkin leyfa, sem umtöluð eru { (203). 
Ýmisiegar hafa menn aðferðir til þessa. Sumir umsnúa mul" 
tiplieator^ því fyrír eiU kemur, i hvaða röð pariiálproductin era 
tekin, þar röð samleggjanda má vera eptir geðþekkni (18). En 
það má ekki bregðast, að samkyuja &téttir standist ái i'paHiaU 
productunumt svo þðiu' verði rétt Samanlðgö eptir samlaghingar- 
reglum. SkriBst ná til dæmis hiná umsnúni muUipUcator þannlg 

18* 
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undír multipUeandus, að einingastaftir multipUcatars setjistundir 
þúsundusiu partana ( múltipUcandus, og síðan hvert partialproduct 
(sérframkvæmi) er byrjað með þvf, að margfalda með hverjum staf 
í margfalda þann staf í margfaldandai sem upp yíir honum stendur, 
þá er hver seinasti stafur isérframkvæmunum þúsundustu partar, 
og eiga þvi að skrifast hver niður undan öðrum. 
f dœminu (203) var 

A = 0,021923 ^ < Jqí 

B = 1426,32145 P < -^. 
f þessu dæmi var f (203) skakkatakmark framkvæmisins fundið 
að vera -r^; það er þvf ekki að hugsa til að fá framkvæmið ná- 

kvæmara en f hundruðstu pörtum. Hér tðkum vér A fyrir mutti^ 
pUcator, en B fyrir muUipU^andus. Til að sjá, hvað stafimir 
heita ( muUipUcator, eptir hinni almennu nafnagipt (203), sey- 
um vér hana hér: 

il = 0, 02 1923 = 0, 021923 

M lo eo i^ 

I>vf m táknar fjariægð hins fýrsta merkjanda stafs frá eíningastafy 
og er hún hér = — 2 ; svo m = — 2. 

I>ar enginn merkjandi stafur er fyrr en hundruðustu partamir 
i þessari tölu, þá em þeir látnir heita ag^. Með líkum bætti 
verður í muUipUcandu$ : 



5=142 6, 32145 = 142 6, 32145 

^ ~ ^ I I I I I I I i 



rm ^m ^m ^m ^t ^i 

iiiii 



t>egar nú muHipUcator A skal skrifast öfugur undir muZetpU- 
canduB, þá er aðgœzluvert, að vita, hvar a^ skal skrifast undir 
multipUcandui ; þá gefur reikningsmeistari Ougthtreð þá regla: 
fyrst að telja af brotinu i muUipUcandu9 svo marga tugabrots* 
stafi, sem skakkatakmarkið i (203) ikveður, eða færri deeimala, 
ef manni nægist með minna; þar næst hugleiða, hvort þver- 
summa þeirra tölustaía, er nptaðir verða af mtdtipUcator, (vér 
kðUumhana $), erminni en 10, ellegar <: 100, ellegar<: 1000, 
og ef það er, þá undir eins aliur mtdtipUeator, þá að reikna 
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séiframkvœmln meö 1 fleiri, ef •< 10; 2 fleiri, ef s<100, og 
3 fleirí, ef s < 1000. Sé binir notuðu stafir i muUiplicator 
éiki allur hann, heldur nolikrír staflr eptirskildir, af því enginn 
stafur var fyrír ofan f muUipUcanduB, tii að margfalda með þeim 
hlata af margfaldanum, þá ef « + &|^ + 1 < 10, skal ætlaeinn 
staf fyrir skakkanum ; þvf þá er skakkinn f < — ^, þegar x 

er tugabrotsstafaQðldinn , sem hafður er f sðrframkvœmunura. 

Sé « + 6jtt + 1 < 100, skal œtla 2 stafl fyrir skakkanum, sem 

1 • 

þá er — ^. Sömuleiðis ef 100 < s + 6 + 1 < 1000, skal 

ætla 3 stafi fyrir skakkanum, sem þá er /* < — ^^* Stœrðin 

X er tugabrotsstafaQöldi, sem partialproductin eiga öli að hafa, 
og sem á að teljast frá kommunni i Ð, og á að innihalda fyrst 
hinn áreiðanlega stafafjölda, sem skakkatakmarkið (203) segír 
fáanlcgan, og síðan varúðarstafafjöldann, sem b eða 9+60+ i 
eptir áðursðgðu ákveður. í stuttu málí: Sé hinn áreiðanlegi 
stafaQöldi = c, og varúðarstafaljöldlnn => v, þá er 
c + V = x; 

c er tekið úr skakkamarkinu f < ~ i (203). V ákvarðast af 

$ eða « + &n + 1 ; en o; segir til, hvar sá dccimaU i B situr, 
er einingastafurínn f A skal skrifast undir; þá telja allír seinustu 

dtcimalamir f partiálproductunum — - parta og standa hver 

10 

niður nndan ððrum, og ef vill niður undan (a? + m)^ decimal 
i B, eins og hér er gjört, en mátti fult eins vel skrífa þá undir 
x^ decimaX f B. I»etta dæmi viljum vir setja hér strax : 
Skakkalakmark ~~ = |^, þá c = 2, t; =^ 2, því « = 1 7 < 1 00. 
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5=1426,32145 x == e + v = é 

A 32912-' -- öfugt. m = — 2 

28,5264.... 1426,32] |! « + «1 = 2; 

1,42 6 3.... 142 6,3 I 2- a^ sezt þvi imdir 

1,2 8 3 4.... 14 26 >1 6-i. . 

284.... 142 I § 

42.... 14 J 1 



3 1,2 6 8 7. 
Skakki<— =— ,=17 



3 1,2 7 4. I»á er 31,2704 >ÁB> 31,2687 ; AB 
= 31,27. 

Hér margfaldast þá saman fyrst margfaldaliðar og margfald- 
ftndaliðar: 

IQTí+m 10^+™ 

= öm ^-(x+m) 



ix 



10' 

|>að er í dœminu ~?q^ ~^ 

2 .2 _ ^ 
lO^ "" 10*' 
£n hér kemur nýv skakki í productið af skakkanum við hinn 
notaða bliUa af B^ sem f dæmínu er 1426,32 (þvf þar er ekki 
margfaldað, það sem eptir kemur hægra megin, með stafnum 

í multiplicator Á, sem er 0™). Skakkinn f 5er Bo < ; — 

^ 10*+"» 

Iídœminu<Y^=T^ nefnilega skakkinnvið 1426,32;] oghann 

a ÍO^ 
margfaldast með margfaldaliðnum amlO™; kemur ^ , — == 

10*+°^ 

— ^. [í dæminu = ^^^ = ttqI* (Þetta framkvæma aðrir 
10* 10* lO^J ^*^ 

reikningsmeistarar með því að geyma tugastafi f productum 

margföldunar næsta stafs hægra megin). Sfðan er haldið áfram 

með þetta partialproduct eptir venjulegum hættí. Næsta parti" 
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alproduct byrjar með margföldun margfaldaliðar og margfald- 
andalidar : 

= «m-l . ft-(x+m^l). 10«^-l-^-"^+l 
= «m-.l . *-(x+m-l). 10""* 
^/'m-l . ^-(x+m~l) 
10* 

jþetla skrifast undir — partana. f dæminu er þessl margtöld- 



un: a^,., lO^^-i *.(4.,«i) ' 10H4-2-i)_íb- . ^ 



10» 10~10*' 
Hér kemur nýr skakki i productið af skakkanum i B, sem nú 

10^"^ 



er 3, < ' y og sera margfaldast með margfaldaliðn- 



um Oj^^i . 10™-^; kemur -5^. [Skakkinn i dæminu pi < 

10* 

ÍO* ~ TÖ' ^^ ^^ ^^^* skakkinn við 1426,3; margfaldaliðurinn 
öm-i*10"»-^ == a__3 . 10-3 = Y=|^, og er það i dæminu 
7a3j 0« þegar þelta er margfaldað með skakkanum i B, kemur 

"ÍÖ^ * 10 ~ TcF*r Í*^^°'S er aðfarið með að byrja sérfram- 

kvæmin hægra megin, og halda þeim áfram tilviustri eptir venju- 
legum hætti, og siðan að ákvarða skakka þeirra : 
Byrjunin hægra megin er: 

Margfaldaliður x margfaldandaliður. 
Sérframkvæmaskakkinn er : 

Margfaldandaskakkl x margfaldaliður. 
I>anníg er áframhaldið með partialproductin ogskakka þeirra, 
nnz kemur til svo lágrar stéttar i A, að margföldunin með hæstu 

stétt i B ekki gefur framar neina einingu stéttarinnar . — . [lin 

lO^ 
seinasta margföldun verður: 

a«(,+^).10-(»+'^> X6^ . 10« 



Digitized by VjOOQIC 



380 



=o. 



(X+D) 



10'+" • 10- 
I>etta er f dœminn 

0_(4+3) *3 



10* 



0_7 . 63 



0.J 
10*' 



10* "~ 10* 

En þessi margföldun beflr ekki stað f þessn dœmi, þar a_i 

er ekki til nema 0, og þar upp undan stendur 1 = 6^ = 63^ 



sem þetta náll á að margfaldast með 
margfaldanda skakki, sem er <: 



1 . 1000. 



Samt á þar að vera 
^_1 ^ 1 

jQX+m-6 jo*-*-* K)-* 

Margfaldalíðurinn, sem þessi margfaldandaskakki á 

% »ij » « . 1 1.0 

að margfaldast meö, er j^,; kemur j^^ . Jö^^jQr^jQ* 

= 0, svo að sérflramkvœmisskakkinn er bér = 0. 

Til þess að sjá, bveniig þversumman s fer aD myndast úr 
þessom skakkareikningi, setjum vér alia skakkana bér: 



1 

1 



4 

1 



2 

1 



6, 
1 



3 2 

1 1 



10X+«n-6 1 0»+"»-* 10'+'»"8 10»+"'-2 10*+™-! IO*+'"l 



1 



1 



10-8 

1 . 1000 




10' 
1.0 



10-« 
1.100 



10-» 
1.10 



3 
3 



2 
2 



10« 
1.3 



10» 
1.2 



10« 

1 

1 

9 

9 

10« 

1.9 



10» 
1 

10 
1 
1 

10» 
1 .1 



1 

10« 

1 

10« 

2 

2 

10« 

1.2 



jO-S+7 10-2+8 10—1+6 10»+* IQi+' 10«+« 



1.0 1.3 



1.2 1.9 



10* 



10* 
3 + 



10* 
2 + 



10* 
9 + 



marg- 
faldandi. 



marg- 
faldanda 
skakkar. 



marg- 

falda lið- 

ir. 

serfram- 

kvœma 

skakkar. 



1.1 1.2 
10* 10* 
1 + 2 þversumma 

= 8. 

Hér cr i línunni a margfaldanda staíimir með þeirra indexum. 
í línunni b tölustaQmir sjálflr úr dæminu; þó eru þrt'r scinustu 
þeirra eptir skildir, til að spara rúmið, þar þeir era ekkí notaðir. 
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t inniheldur naftaagipt margfaldQndaskakkanna. ^ inniheldar for- 
skripiir þcirra. e eru slcakkamir framsettir með tOlum. f söma- 
leiðis. {>armá sjá, að ef muUiplicandus J?, sem er H26,3214S 
vœri ekki skrifaður nema með þúsuDdastafnum einsömlum, þá vœri 
skaliki þeirrar töiu, eða gœti verið, alt að þúsundi eða^s^lOOO. 
Sömuleiðis, ef ekki vœri skrifað eða aðgœlt nema 1426, þá gaeti 
skakkinn þar við &o veríð alt fram undir löiunnar eíningu. Eins 
ef ekki vœri athugað nema 1427,3, þá gœti skakkínn þar verið 

alt fram undir — , það er p^ < jjr, u er hinn umsnúni wiuí- 

tiplicator A. I) er merking stafa hans. t sýnir, hvemig sér- 
frarokvæmaskakkarnir finnast með því að margfalda saroan brotin 

1 3 13 3 

úr e og h, t. a. m. . = — * — r-j- = . k Býnir, 

^' 10-« 10« 10-«+* 10* 

bvernig hin iitkomandi brot fá 10* fyrir nefnara, og visar það á 

hlnn 4<^« decimal i því seinast útkomanda producti^ og sýoir, að 

skakkarnír eigi víð hann að leggjast, 1 s;^nir, hvernig teljarar 

skakkanna samanlagðir mynda þversummu multiplicators Á qg 

sem vðr köllum s. 

205. f þessu undanganganda dæmi var einungis þversumm- 
an B höfð tii að segja oss, hvort varúðarstafirnir ætti að ver^ 1 
eða 2 (þvf aldrei kemur það fyrlr, að þeir eigi að vera 3, sem 
vœri, ef « eða « + 6n + 1 væri miUi 100 og 1000). En nú 
skulum vér sjá, hvenær 8 + bj^ + í & nH segja til hins sama. 
f>ar til höfum vér eptirf^igjandi reglu: Gjör fyrst ráð fyrir, aö 
varúðarstafurínn sð einungís 1 ; tel svo stafina ( muUiplicator frá 
einingastaf, að honum meðtöldum, til brotsins enda, það er p + 
1 tölustafir eptir formúlunni fyrir A (203), nefnilega: 
A=a^lO™+a„.ilO'^^^+--..Oo+a-i.íO-^+---a„plO-P, 
og hygg að, hvort hann {muUipUcator) muni ná lengra til vinstri 
en muUipUcanduB ; það er meir en yfir (n + 1) + c+ 1 tölu- 
stafi. Nái hann lengra, þá á ekki einungis þversuroman b, heldur 
summan « + 5^ + 1 að ákvarða, hvort varúðarslafirnir eiga aö 
vera 1 eða 2.' Sð þá « + ^n + 1 < 10, þá á varúðarstafur- 
inn að vera 1, eins og vér gjörðum ráð fyrir, og má þá skrjfa 
muHipUcator þannig, að einingastafbr hans standi undir þeim 
eina varúðarstáf og muUiplicaior nái svo aptur fyrir multipUcanduB 
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vinstra megin. Sé þar á mót 10 < « + 6„ + 1 < 100, þá 
eiga varúðarBtaflrÐÍr að vera tveir. Skal þá færa sig níeð byrjan 
stafatalníngarinDar undir þenna annan varúðarstaf, og sjá svo, 
hvort multiplieator enn þá nœr aptur undan multipUcandm. Nái 
hann það ekkí, þá gildir þversumman s einsömul sem skakki, en 
ekki a + 6n + 1, og ræður hún því, eins og áður, hvort var- 
úðarstaflrnir skuli vera einn eða tveír. Yfir höfuð: þegar ein- 
ingastafur multiplicators er komrnn á réttan stað, og multipU- 
cator þá nær aptur undan muUiplicandus vinstra megin, þá 
ræður « + ^n + 1, en ekki s einungis. Ellegar s ríkir undir 
muUiplicandus, en s + &„ + 1 fyrir utan hann. fað er einnig 
sem optast bægt að sjá það á muUipUcator, hvort varúðarstaf- 
irnir eiga að vera einn eða tveir. 

206. Sá hluti af muUipUeator, sem út undan stendur mtiZ- 
tipUcandus, er 
••••«-(x+«+3) • 10-(-+»+») + a_(,+„+2)10-(x+n+2) _{. 

«-(x+n+l)-10-'-"+^ 
ellegar 

.... ^"(^+°+^) , ^~(x+n+2) g-(x+D+l) 

jQX+n+3 jo^+'^+2 10^+"+^' 

Hann getur ekki margfaldazt með neinum staf í margfaldanda, 
af því þar standa engir staflr upp undan. Partialproductin verða ^ 
þar því == 0. £n alt fyrir það hafa þau þó nokkurs konar skakka^ 
og sá skakki ákvarðast eins og aðrir sérframkvæmaskakkar, nl. 
Margfaldandaskakki x margfaldaliður. 

Margfaldandaskakkínn verður hér allur margfaldandi, ogerbana 
gjðrður einfaldari, og aukinn með því að auka hans fyrsta merkj- 
anda staf 6^ um 1,. þar af kemur ft^ + 1 ; en í staðinn fyrir 
hina staOna setjast núll. I>etta gjöríst með því að skrlfa 10*^ 
þar aptan við, svo verði f6„ +1) 10"*, eins og gjört var (20&) í 
formulunni fyrir f; er þá auðsætt, að 

^ < (frn + í) 10"J 

sem er margfaldandaskakkinn. í staðinn fyrir margfaldalið kemar 
allur sá hluti 9Í muUipUcator, sem út nndan stendur margfald- 
anda vinstra megin. Er bann þá gjðrðúr einfaldari með þvf að 
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1 



toka f staðinn hans einingu næstundangangandi stgttar .^ 

í hinum öfugt skrifaða muUipUcator, I>ví vitanlegt cr, að hver 
stélt verður 10 sinnum minni við hvert sæti, sem hún kemur 
nær vinstri hendi; svo summan af öllum líðunum, sem þar á 
eptlr koma, verður minni en einingin — —^ eins og sjá máaf 
h'nunni I) ( (204). I>ess vegna verður summa hinna útundan- 
standandi margfaldaliða <, — -j—. Productið verður þá 



(bn + 1) 10" 



1 ftn+1 



6n+l 



lO^+^ ;10-^-10^+° lO^ 

Hér er þá komið brot, samnefnt þversummunni , sam sýnír^ að 
productssyidMkinn má ekki missa þessa stærð, og á þvf teljarinn 
að leggjast við þversummuna; kemur « + 5^ + 1, Hér áttl 
nefnilega í aðaiframkvæmið að taka öU þau framkvæmi, er hefði 

stéttina -rr- lægst, og stærðin -^— sýnir það með nefnara 



10* 



10' 



sfnum, að hún er eitt af þeim, eins vel og 



10' 



207. Nú viljuih vér sjá dæmi nppáþað, þegar s + bj^ + í 



á að ráða, en ekki s eínsamalt. 
(204), en skiptum um gjðrendur 
en B = 0,021923, þá er 



B = 


0,021923 


A = 


541236241 




21,9230 




8,7692 




4384 




1314 




63 




4 




31,2687 


Alframkvæmis skakkasvæði 21 



31,2708. 



Yðr tökum sama dæmi sem f 
og setjum A == 1426,32145, 

Hér er c = 2, V == 2, þá 
aj = 4, eins og áöur. Ein- 
ingastafur íii er6, ogkem- 
ur undir 4^« staf 9 í brot- 
inu í B. f>versummán 1 + 
* + 2 + 6 + 3 + 2 := 
18 = í. Hún tekst ekki 
lengra en undir b^ = 2. 
|>á standa 541 út undan 
vinstra megin, ^a + 1 = 3, 

« + frn+l = 18+2 
- + 1 = 21 = JSkakkasvœði, 
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og þar í + 6q + 1 = 21 > 10 en < 100, þá er þaörétt,að 
varúðarstafirnír sé tveir. f»egar búiö er þannig að skrifa tnulti'^ 
jplicator rétt andir multiplicandus , þá stendur eitt sæti í þessu 
dæmi autt bægra meginí margfaldanda upp yfir 1 í multiplicator. 
petta og þvílík auð sæti hægra megin má fylla með núilum. Síðan 
má kveða þannig að orði: 1 sinni er 0, sem skrifast undir, 

þar sem menn ætla tu stétlinni að vera í sérframkvœmun- 

lO^ 
um. ptxr næst: 1 sinni 3 eru 3, skrifa 3. 1 sinni 2 eru 2 o. 

s. frv., unz komið er alt sérframkvæmið 21,9230. Síðan er 

margfaldað með A i A, og sagt: 4 sinnum 3 er 12, skrifast 2 

í bið annað sérframkvæmi, ekki undir 4, beldur næst bægri i 

stéttar röðina, 1 er geymdiir; þá 4 sinnum 2 er 8, og 1 

geymdur er 9, er skrifast í annað sérframkvæmið, og svo er á- 
framhaldlð með það, unz það er alt komið, nefnilega 8,7692. 
Síðan tak 2 (þriðja staf i multipUcator), og seg: 2svar 2 (þar 
fyrir ofan) er 4, skrifast í stéttar röðina næst bægri bendi. 

I»anníg er alt af áframhaldið að byrja með að margfalda með 
hverjum margfaldarastaf, þann staf í margfaldanda, sem upp ySr 
bonum stendur. Og er þetta hinn bezti kostur við þessa aðferð 
að umsnúa multipUcator^ að menn vita, hvar byrja skal að marg- 
falda í multiplicandu9. 

I>annig er áframbaldið, unz öll sðrframkvæmin eru fengin. 
Hlð seinasta þeirra er 4 = 2 . 2 == a— , • 10~"* 

X 0_a • IW — JQ3 • JQ3 — IQ4 • 

Loksíns eru ðll sérframkvæmin Iðgð saman; kemur alfram- 
kvæmið 31,2687. Ekki er nauðsynlegt að leggja þar við 21, ^vf 
það er raunar ekki skakkinn sjálfur, beldur skakkasvæði; menn 
láta sér nægja að burtvarpa varúðarstöfunum 87, en bæta 1 við 
áreiðanlegu stafina 26, eða réttara sagt, við þátvostafi, ermenn 
ætla sér að halda, og þá ætla menn til, að 27 verði áreiðanlegir 
stafir, svo að verði 

og 31,2687 < AB < 31,2708. 
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208. Nú viljum \it taka til dœmis tvð af brotunnm í(194) 
nefnUega . . ' 

B « 0,1904 p < jl- 

A = 0,1428 « < j^ 

Nú cr eplir (203) 

f < °'°+* . ^ + ^ 
10«-"» lOP-' 

«iii==í;*n=l i>==4 g = 4, m=s — I, n=i — 1. 
f<Í-+Í+i+i=^ +-2 _ J ^IO 1 

' 10«+i 10«+» 10» ^ 10» ~ 10» ^ iö» "" iö« 
þá e = 4 (sðsis v=s2 a;s4. 
B = 0,1904.-.. 





A 


82410 ðfugt 

19040 

7616 

380 

152 

027188 




Siiaiikasvsði 15 






0,0272,103. 


Alframkvsmið = 


= 0,0272. 


M 


var í (194) 






0,1904 = A og 0,1428 = f. 


þá 


AB^é: 


X + = TÍT. 




147) 4,00 (0,0272108 






294 






1060 






1029 






310 






294 






160 






147 






1300 






1176 



jþessi samanburöur sýnir, að þeir 4 tugabrotsslaflr f alfram- 
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kvæiDinu eni rðttiry sem Bkakkamarkið f < jkí lofaöii og sem 
hin stytta margföldun eptlr OugfhtreðB máta af sér gaf. 

209. Nú víljum vér skoða eldri aðferð við hlna slyttu marg- 
földun; þar er ekki vlðsniiíð muUipUcator, og kann vera mönn- 
um þyki það stundum viðkunnanlegra að suúa honum ekki við, 
þar hann áf þessum viðsnúningl fær nokkurs konar ókenniiegt 
iitllt. I>essa aðferð kenna þeir prófessor Ursin og Fallesen. Yér 
tökum til þess dœmið (207)« 

1426,32145 

0,021923 

28,5264290 

1,4263215 

1,2836893 

285264 

42790 



31,2692452. 
Hér er fyrst margfaldað með fyrsta merkjanda staf margfalda 
2, og þar með er margfaldaður allur tnultiplicandus (eða að eins 
meiri hluti hans, ef víll, með þvf að skílja eptir eítthvað af hon- 
um hægra megin). Hér tökum vér hann allan. I>egar búið er 
að margfalda með 2, er settur punktur yBr 5, tíl að minna sig 
á, að margfalda ekki 5 með næsta staf nema tíl að fá geymdan 
tugastaf þaðan. því næst er margfaldað með næsta staf marg- 
falda 1, og sagt: 1 sinni 5 er 5, ogaf því 5 er freraur stórstaf- 
ur, má álíta hann sem 1 tugur væri, og geyma 1. Síðan segja: 
1 sinni 4 er 4, og 1 geymdur er 5. {>essir 5 skrifast undir 
í fyrsta sérframkvœmi, Síðan margfaldast það, sem eptir er af 
muHiplicandus, með 1, og sezt punktur yGr 4. Síðan er farið 
að margfalda með 1, og sezt punktur yfír 4. Síðan er farið 
aðmargfalda með 9, og sagt: 9 slnnum 4 er 36, það láta menn 
heita 40 (af því 6 er stór stafur) og geyma 4. Segja svo: 9 
sinnum 1 er 9 og 4 geymdir er 13; skrifa 3 í sérframkvæmíð 
hœgra megin, og halda svo áfram með það eptir venjulegum 
hætti, og setja punkt yfir 1. Síðan taka 2 í multiplicator og 
segja: 2svar 1 gefur ekkert geymt; 2svar 2 er4, skrifast 4 næst 
hægri f sérframkvæmíð, o. s. frv. Sezt punktur yfir 2. Seinast 
tokum.vér 3 í multiplicatíor, og segjum:^ 3avar 2 er 6; :það er 
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stór Blafar, og látum vér það beita 10, og geymum !• 3sYar 3 
eru 9, og 1 geyradur er 10, skrifiai í partialproductið seín- 
-asta hægra megin, geymist 1. SsVar 6 er 18, og I geymdur 
er 19, skrifa 9, geymi 1, o. s. frv. 

f>essi aðferð aö merkja stafina með punkti eða öðru merkí 
4ann að ruglast fyrir manni. En þá er önnur aðferð belri eða 
ireiðanlegri, og byggist bún á því, að tugabrotsstafir i producti 
eru eins margir sem í gjöröndunum til samans (168). fá er 
góður leiðaryísir í því, . að bafa lölu á decimölunum i sérfram- 
kvæmunum, því bim beldur sér eða breytist ekki í sama dæm- 
jnu. f>egar eg því í þessu daömi margfalda með bundruðustu 
pörtunum 2 ( multipUcator, þá er þáð binn annar stáfur í broti 
marigfaldara, o^ með bonum eiga að margfaldast 5 decimalar { 
multiplicandusy þá sé eg, að 2 + &. =: 7; það er því talan 7 
sem ég í þessu dœmi á a^ hafá.gœtur á. fess vegna, þegareg 
vii macgfalda með' 9 í mMltiplicatór, þá sé eg , að það er hinn 
Ali stafur brotsins; en þé ér 4 + 3 = 7. Eg á því- að byija 
á 3ja staf í margfaldanda nl. 1, þegar eg vi! margfalda raeð 9, 
(að fráteknu því, að eg margfalda næsta staf hægra megin til að 
fá bið geyrada). Elns þegar eg skai margfalda með 2 (hinura 
5ta staf í broti muUipUcators), þá sé eg, að eg á að byrja á 
öðrum staf.í multiplicandusy því 5 + 2 er 7. í stuttu raáli: 
eg á að byrja muUiplicationina á því sœti í muUiplicandus, sera 
fyllir 7. Viljir þú bafa þessa regiu- frarasetta f bókstöfura, þásé 
p tala þeirra decimala, .sera partialproductin bafa, og þú vilt 
margfalda raeð binura mta decimál i muUipUcator, þá átt þú að 
byrja margföldunina á hinum nta dedmal i mvltipUcandus, en 
margfalda þó hinn (n + l)t» þar, til að fá geymdan tugastaf, og 
þá á að vera : 

m -^- n = p. 

^essa reglu er hægt að heimfæra upp á fraraanskrifað dærai i 
þessura tölulið. f>að er annars einníg gott að frarasetja þe^sa 
reglu sem suhtraction, þannig: 
n == p — m. 

Hvað éreiðanlegu stafinaí productinu snertir, þáeru þeirtveir 
eins og áður, og 1 bœtist við 6, þar stóri staíurinn 9 kemur 4 
eptir, s\o productið yerinr 31,27. fctta dæmi mátti og vel 
reiknast með 4 decimðlum, nefnilega c?=2 oj v — 2^ þannig: 
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1426,32145 Hér er alt af |> = 4. fegar marg- 

0,021923 falda skal meö 0,02, þá er 4 — 2 = 2 ; 

28,5264 þá er 1426,32 muUiplicandus, að frá- 

1,4263 reiknuðum geyroslustafnum 1. I>egar 

1,2837 skal margfalda með 0,001, þá er 4 — 

285 3 = 1, og er þá 1426,3 multiplicatk' 

43 du8, og geymslustafur 2. f>egarmarg- 

31,2692. faida skal með 0,0009, þá er 4 — 4 

=3 0; þá er 1426 multiplicandus, og 
3 geymslustafur. t>egar margfalda skal með 0,00002, þá er 4 
— 5 = — 1; þá er 142 midtipHcandus, og 6 geymslustafur. 
f>egar loksins margfalda skal með 0,000003, þáer 4 — 6 = — 2; 
þá er 14 multiplicandus, og 2 geymslustáfur. Hér befi eg kall- 
að geymslustaf þann staf, sem á að margfalda eínungís tíl að fi 
tugastaf geymdan. í þessu verða æ^ð c og v eins og áður er 
sagt, og V aldrei meir en tveir stafir, og aldrei minna en Istafur. 
I>egar beil tala er ( multiplicator, þá verður m negatif talai t. d. 
0,021923 
1426,32145 p — m = n 

21,9230 1 mult. 4 — (— 3) «= l.prod. 
8,7692 4 mult. 4 — (— 2) = 6, prod. 2 
4385 2 mult. 4 — (— 1) = b^prod. 5 
1315 6 muU. 4 — = A,prod. 5 
66 3 muU. 4 — 1 = 3,i?rod 6 

i_ 2 muU. 4 — 2 = 2,pfod. 4. 

31,2692. 
Hér er settur punktur aptan við muUipUcandus, af þvf n helmtar 
7 decimála. Stafirnir i béilu tölu muUipUcatora verða að áb'tast 
sem negatifir decimalar. 

210. Að ákvarða takmark nákvæmninnar í deilíngu óni- 
kvæmra tugabrota. Skuli deila M með N, og skakkinn víð M 
skyldi vera ± a og við N vera ± P, þannig að takraörkin 
verði if + a og jV Ht p, þi fæst binn stærsti kvóti af deil- 
ingunni - ^ _ ^ , og hinn minsli kvóU af ^T^ (S8,3). Mis- 
munurinn hér i milli eða 

3f + a _ M— tt _ 2(lffi + Na) 

N — ^ j^ + p— iV«_p2 
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er takmark nákvæmninnar, sem fæst Við deilingu ónákvœmra 
tugabrota. 

í>egar brotið i^=^-| margfaldast f teljara og nefnara meS 

nefnara hins brotsins -^ + P, þá kemur 

j^a _ ga 

En þegar hilt brotið ;^^"-g margfaldast í teljara og nefnara 

með N — p, kemur 

If A^ — iV^g — MP + gp 

I^egar teljari bins síðara þessara samnefndu brota er dreginn 
frk teljara hins fyrra, kemur teljari mismunarins, og þegar þar 
er undirskrifaður samnefnarinn, kemur: 
2(Jfp + Noi) 

I»essi stærð ákvarðar hina mestu nákvæmni, er tveggja stœrða 

kvóli náð getur. Lendi þessi mismunur milli og —^ 

^ 10" 10"+^' 

verður kvótinn ekki fenginn nákvæmari en tíl einnar einingar 

ti stéttar. S6 mismunur þessi látinn vera tugabrot, verður 

10" 

það að hafa n + 1 núll framan við sig, hið eina á undan 

kommunni og n á eptir henni. Ellegar ef og -j^ 

reiknast hvort sér f lagi, þá hafa þessar stærðir hina sðmu tölu-> 

staQ sameiginlega, bæði þá, sem eru fyrir framan kommuna og 

líka n tölustafi á eptir kommunni, og mismuna fyrst ( (n + l)ta 

tölustaf. 

2tl. Dæmi. Yér viljum finna takmark nákvœmninnar ( 
þessari deilingu: 



M =^ 9,80896. 


a< 


1 
10* 




N = 9,8696044. 


P< 


1 

10» 




Ygr höfiun bðr til formuluna 
2(Mp + A'a) 


t (2fO), aefnilega: 


19 
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Hér má skoía M =* 9,80896 sem {a^ + 1)10™, þegar m ==» 
0, Oj^ = 9, og þá verður 9,80896 < 10, og má setja 10 fyrir 
það f farmulunnu Elns má fara með N = 9,8696044, og má 
kalla það (^n + 1)10'* og verður það einnig 10, I>að er og 
bersýniiegt, að báðar tölurnar eru nærri 10. I>á verður: 

^Vto^ ^ loy _ ^Vio^ ^ toy _ jío + lo^ ^ _ 
^2 JL ~ ^0« ~ ^V 10» J — 

^" — 101* 
10' 1 11 

^W "" ^ • ÍÖ«" ^®^^* ^'^^"^ ^ "'"" TO* ^* ÍÖ«' ^* deiling- 
in getur verið nákvœm með 5 tugabrotsstöfum* Hér mátti kasta 

burt YöTé * saroburði við lO^; einnig 10 móts við 10®. 

petta má einnig skoða þannig: M og JV má láta vera 10,. 
eins og áður er sagt, þar bvort fyrír sig er svo nilœgt þvf. I>i 
verður: 

*ö • 15' = Tð' = T^« = O'^^o^ 

0,000101 
N^ = 100) 0,000202^^ ^ 
0,00000202. 

I>etta 0,00000202 er meira en j^^ og minna eii Jqöj eins og 
áður er fundið. 



2«í dæmi: M = 10,926954 


"<IÖ« 


N=^ 0,3547808 


P<lö» 


«:';j^.eun.J. = ]^, 


04 -i _0,4__ 4 
"' • 10« ~" 10« ~" 1Ö» 


bá 11 +-* =1^ 2 *» - 
*^ 10» ^ 10» 10»* • íö» " 


30 3 . 10 3 
10» 10» "" 10« 


Þ* l|. : (0.*)' = i5. : 0,16 = 

3 


3 . 16 3 10» 
10« • 10» ~ 10« ^ 16 



lOMe^ 
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fá 160000) 3,00000 (0,000019 

160000 



1400000 
1440000 . 

I 1 



f>á lakmark nákvœmninnar 0,00002 eða milli jtjí og ^55- 

Sama dæmi öðruvísi: 
M og N eins og áður. a = 0,0000005, p = 0,00000005. 

M^ = 0,00000055 
NoL = 0,00000020 
0,00000075 
0,16) 0,00000150 ^^ N^ = 0,16 

-l^ = 9|, og þegar komma er sett, 0,000009 eða 0,000010. 
16 

Nákvæmni nærfelt 5 lugabrotsstaflr. 

Hér eru skakkarnir a og p látnir vera hálfu minni í seinnl 
aðferðinni, en í hinni fyrri, því 0,0000005 ^ Y ' W ^* 

0,00000005 = Y • 1Ö7- ^ ^y"* aðfcrðinni er gjört ráð fyrir, 
að skakkinn við M sé fram undir 1 einingu hins sjðtta decimáls, 
0- J:^^ og að sá, sem brotið 'M = 10,926954 er fengið frá, 
ekki hafl haft þá reglu, að awka seinasta stsi, ef hinn fyrsti 
slepti var stór. Sama er að segja um N og p. Hin síðari að- 
ferðin er hér því betur stofnuð en hin fyrri. |>6 hefði hin fyrri 

eins vel mátt notast með þvf, að setja skakkana a < y . -^^ 

^8 P < T • Tö'- ^^ ^^ ^^ =^ ^^ -y • ÍÖ^ = YriW' 

Na = 0,4 4 . ^a = ^^To^ = fXor ^* ^^ +^- = 
^,. tetta tvöfaldað = ||,. !>4 j|, : 0,16 = {^, : 1|, 

kvœmnin = Trrg, eins og með sí^ari aðfefðinni. 
Vilji menn, eins ogrí (210) vár áminzt, reikna hvort þrotið sðr 
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í lagi ■ „ Q og -jj? — f— 5-, þá er það langtam fyrirhafnar- 

iv — p iv -f- p 

meira. ^ó viljam vér skoða það bér. [t>á er 

M + a 10,9269545 if — a 10,9269535 



y — p 0,35478075. iV + p 0,35478085. 

Hið fyrra brol : 
0,35478076)10,92695450(30,799175 
10,6434225 
283532000 
248346525 



351854750 
319302675 
325520750 
319302675 
62180750 
35478075 
267026750 
248346525 
t86802250 
177390375 
9411875. 
Híð síðara brot: 
0,35478086) 10,92695350 (30,799163 
10 6434255 
283528000 
248346595 



351814050 
319302765 
325112850 
319302765 
58100850 
35478085 



226227650 
212868510 
133591400 
106434255 



27157145. 
I>egar hinn siðari kvöti er dreginn frá binum fyrra 
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30,799175 

30,799168 
0,000012, 
kemur mismuDur, er segir að eins 4 decimála vera áreiðanlega 
í stað þess, að þegar bœði brotín yoru reiknuð í einu lagi, sýnd- 
ist koma fram 5 decimála nákvœmni* f»egar brotin voru reikn« 

15 

uð í einu lagi, fékk eg út j^^ , og tók mér það leyfl, að 

láta 15 vera =16, og þá kom út j^. Taki eg mérekki þaö 

leyfl, þá margfalda eg saman 10*. 16, og deili 15 þar raeð, þanníg : 
16000Ö0) 15,000000 (0,0000093 
14400000 
6000000 
4800000 



|>á fæst að sönnu eins 5 decimala nákvæmni, eins og þegar 
þetta leyfl var tekið, en þó svo, að kvótastafurinn 9 má ekki 
stærri vera, því þá kemur fram iradecimala nákvœmnin, eins og 
þegar brotln voru reiknuðí tvennu lagi, og þegar fékst 0,000012. 
Dragi eg nú þannig frá: 

0,000012, ef brolin eru í tvennu lagi, 
0,0000093, ef brolin eru f einu lagi, 
0,0000027 ágreiningur. 

Um 0,000012 er það að segja, að tðlurnar eru þar alls ekkert 
aflagaðar, og þess vegna vírðist sá reikningur að vera réttur, þó 
hann sé erfiðari. Um 0,0000093 er þar á mót það að segja, 
að If og ^ eru nokkuð aflagaðar, þar 10,926954 ér tii hægðar 
látið vera 11, og 0,3547808 = 0, 4. Vér viljum nú reyna að 
ganga tölunum nokkuð nær, og láta M vera 10,93 og i\r=0,35; 
þá verður 

1 1 10,93 1093 



10,93 



2 • lO' 2.10' 2.10» 



^„.1 1 0,35 35 350 ^ _ 1443 

M^ • T • l0^="2".T0"^===27ÍÖ^ =27105- bumma-g-Y^,- 

Hun tvöfölduð = ^. 
10* 

,. 1443_ 10* 1443 K'/A0M2 níoo^ ^225 

^^ 1¥^mí= T0-^T225' ^'' ^^'^^> = ^'*2^' = To"^- 
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í>á 122500000) 1443,00000 (0,000012, heldur stór kvóli 
122500000 
218000000 
245000000 



— 27000000. 
Hér er kominn kvóti, sem að mestu leyti er samhljóða hiiiuin 
rétta, af því tölurnar eru hér mjög h'tið aflagaðar. 

þessa formulu fyrir skakkasvœði kvótans heflr professor Ramus 
framsett í sinni Elementœre Álgebra. í næsta tölulið viljum vér 
skoða aðra, er Fallesen og Steen kenna í sínum lærdómsbókum. 

212. j>egar ónákvæm tugabrot A og 5 skaludeilast, verð- 

ur skakkinn: 

f _^ A±(x._ Á{B±íí)—B(A±a) 

f~B 5+p B{B±^) 

Sé brotin gjörð samnefnd, og hið síðara dregið frá hinu fyrra, 
þá er eptir efri merkjunum : 

I ^ B^ + ^p' 
Sé nú' í þessu a negaiift = — a (o : dividendus of stór), og 
p negatift, == — p' (o: divisor einnig of stór), kemur 
^ A^' + Ba! 
' "^ ^a _ ^p" 
Sé nú í nMformulunni tekið í teljaranum efra merkið, o: 
dividendus of lítill, og i divisor neðra merkið, o : divisor of 

stór, kemur: 

A^ + Ba 
^ ^ B{B— ^) • 
J>á verður skakkinn mestur, því teljarinn í þessu broti, er á- 
kvarðar skakkann, stækkar við það, og þess vegna skakkinn. 
f>ar á ofan minkar nefnarinn skakkabrotsins, og skakkinn stækkar 
cinnig við það. 

I>egar a^^ er látið merkja hinn fyrsta merkjanda staf i A, og 
sömuleiðis bj^ hinn fyrsta merkjanda staf í B, eíns og ( (203), 
þá má setja 

A<(ani+l).10°^; b^. 10'^<B<(6„+ l).!^* 

a<~, p <— . 

lOP lO^ 

I>á fær skakka/bmtiZan þetta útlit: 
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(am+ 1).. 10«^-^ + (6„ + 1) . 10°-P 



b^ . 10° {b^ . 10" — -?-Y 
" ° lO^ j 

Dæmi samá sem hið fyrra í (211): 

Á = 9,80896 a < ]^6 

B = 9,8696044 P < j^t 

m = 0, n = 0, o„i = ao = 9, 6n = 6o = 9; - 
Om+ 1 = ÍO, 6„ + 1 = 10, p = 5, g = 7. jþá er 
^ 10.10-^ + 10.10-^ _ 10-«+ 10-* ^ lO-g + 10-* 
9.100(9.10«- i^,)~ 9(9-0) - 81 

81 "*" 81 10«. 81 ' 10*. 81"" 10«. 81"^ 10«. 81 ' 

^ lO^ ^ J ^ J J 

10«. 81 10*. 81 10*. 10. 8 ~ 10^8. 

I»es8 vegna f < —5, því það er áttundi parturínn þar úr, 
þó bér um bil, vegna þeirra aflagana, sem áður er búið að gjöra 
á tölunum. 

213. I»egar tvær heilar t&Iur eni gefnar, þá að deiia 
binni stærri með binni minni, og kvótinn si^al ákvarðast f beilu 
með eínnar einingar nákvæmni, og þar tíl skal hafa stytta deíl* 
ingu. Undirbúningur úrlausnar. 

Sú aðferð styttrar deilingar, sem bér verður sýnd, er eignuð 
Guy. 

Bíð fyrsta, sem þar er að gjöra, er að ákvarða stafatolu kvótans. 

j^etta má gjöra þanníg: Ðrag stafaQölda deilis frá stafaQölda 
deilanda, og set mismuninn = d, þá er stafaQöldí kvótans 
annaðhvort ellegar 

n = d + 1 n = d 

ef fyrstu stafir deilis verða bafðir ef fyrstu staflr deilis ekkí verða 
í jafnmörgum fyrstu stöfum deil- bafðir í jafnmörgum fyrstu 
anda. stöfum deilanda. 

j^egar fyrstu staflr deilis ekki verða hafðir í jafnmörgum fyrstu 
stöfum deilanda, þá fœkka kvótastafirnir um 1, verður svo: n == 
d + 1 — 1 = d. 
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Dæœi upp á n =? d + 1 : 
6879459 
59786. 
Hér er d = 2, og fyrsti stafar deilis 5 verðar bafðor í fyrsta 
8tafdeilanda6, svo fy'rsti sérdeilandi verðnr 68794; en við þriðju 
deilingu verður búið að vinna upp allan dividendiu, þánnig : 
59786). 6879459 (115 
59786.. 





90085 

59786 *•«"* " 




302999 




298930 




4069. 


^etla má stuttlega sjá svo: 
6879459 




59786.. 


Svo n 


1,2,3 
= d+l==2 + l = 3. 


Pæœi 


upp á n = <2 er þetta: 
659786510127 



735406. 
Hér er d=6, og fyrsti stafur deilis 7 verður ekki hafður í 

fyrsta staf deilanda 6, það verður þvf að bafa 7 í 65, og má 
skoða þetta svo: 

659786510127 ^, 

78 54Ó6 Taknaeg{«?). 

1,2,3,4,5,6. 
Og eptir 6 deilÍDgar verður búið að vinna upp dividendus, svo 
n=d=6. 

214. Hin stytta deiHng við heilar tðlur með einnar éiningar 
nákvæmni. 

Tölustafanna fjöldi i kvótanum ákvarðast fyrst; hann skal 
heita y. Vinstra megin í divisor markast með einhverju 
merki, svo sem stryki fyrir ofan, einn eða fleiri stafir, svo margir, 
að tala sú, sem þeir tákna, sé jöfn eða meiri en 2y\ 0,9. Sð 
Dú Qöldi þeirra stafa, sem á eptirkoma Idivisor, roinni en y — 1, 
eða jöfn þ\f, þá byrjar ekki hin stytta margföldun strax ; heldur 
deilíst eptir venjulegum hætti, unz hinír vantandi kvótastaflr y 
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eru orðnir að eins svo margir, að þegar bia(r að nýju afmOrkuðu 
&tafir framan af divisor tákna tölu jafnstóra eða stærri en 2y. 
0,9, ogþá verði hinir ómerktu stafir í divisor fleíri en y — 1, þ& 
afskerasl þeir staflr aptan af divisor, sem fram yfir eru y — I. 
Binn eplir^'erandi hluti divisors ásamt mðrkuðu stöfunum vinstra 
megin kallast þá hinn fyrsti divisor. £n hinir merktu stafir 
vinstra megin beita hinn síðasti divisor. Af dividendus burt- 
skerast bægra megin eins margir staflr, sem hinn upphaflegi 
divisor bafði eptir hina merktu stafi; og það, sem þá er eptir 
af dividendus, myndar iiinn fyrsta dividendus. f>essi talning 
divisora og dividenda reiknast eínungis frá þvf er bin stytta 
deiling byrjar, en ekki frá upphafi hinnar óstyttu deilíngar. Nú 
deila menn hinum fyrsta dividendus með hinum fyrsta divisor, 
og þá fæst hinn fyrstí stafur kvótans y\ en ekki y, og kalla eg 
þenna kvótastaf x. Með honum margfaldast hinn fyrsti divisor, 
en þar við bætist geyn^ tala frá margföldun bins næsta afskorna 
deilístafs hægra megin. Framkvœmi þetta með geymdu tölunní 
subtraherast frá fyrsta dividendus, og afgangurinn heitir annar 
dividendus. Nú skal skera pýjan staf af divisor hœgra megin ; 
þá er það, sem eptir er af bonum, hinn annar divisor. Með 
honura deilist hinn annar dividendus^ fæst þá binn annar kvóta- 
stafnr x^ binnar styttu deilingar. Með þessum staf margfaldast 
hínn annar divisor, og bætist þar við framkvæmið geymdtalafrá 
margföldun hins seioasta afskorna deilistafs. Hið útkomanda 
subtraherast frá binum ððrum dividendus. f»annig er áfram 
baldiðmeð þvf að afskera við hvcrja deilingunýjan staf af dttJiðor. 
Loksins er dellt með hinum sfðasta divisor. f>ar á eptir er að 
gæta að, bvort hinn upphaflegi divisor er minni én tala sú, er 
framkemur, þegar hægra roegin til hinna seinustu leifa eru niður- 
fiuttlr binir afskornu stafir af dividendus ; og ef svo er, þá skal 
bæta 1 við hinn fundna kvóta. Annars skal hann látinn óbreyttur. 

Merk : fessar reglur hefl eg skrifað nærri orðrétt eptir Ramus, 
og dæmi hans ætla eg líka að nota, en meðfara þó á fleiri 
vegu. 

215. f>etta i (214) umtalaða Ramusar dæmi er 659786510127 
: 735406; það á eptir (213) að hafa 6 kvótatafl, svo y er 
= 6. 
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73540(6) ) 65978651(0127) (897173 
5883248. 
7146171 
6618654 



527517 fyrsti dividendus, en 73540 tyr&ii divisor. 
514784 
12733 annar dividcndus, en 7354 annar divisor. 
7354 

5379 þriðjí dividendus, en 735 þriðji divisor. 
5147 

232 seinasti dividendus, en n seinasti divisor. 
220 
735406 > 120127. 
Nú reynum vér, hvort þetta y = 6 getur verið y\ eptlr for- 
skriptinni 2y . 0,9 = 12 . 0,9 = 10,8. En 7, sem er fyrsti 
stafur deilis, er < 10,8; þá verður að taka 2 fyrstu staQ deilis 
73, og á svo að setja strykíð yflr þá tvo stafl, en þó ekki strax; 
þv( nú verður einnig að gœta stafaQðldans, sem eptir er i divi-- 
sor, sem er 4, en y' — 1 er 5. f>á á ekki hin stytta deiling 
að byrja strax, heldur á að deila eptír venjulegum hætti. Kvóta- 
stafunnn er 8, og með honum margfaldast allur divisor og dregst 
frá dividendus, eins og venjulegt er; og næsti stafur deilanda 
færíst ofan til leifarinnar. Nú eru þá eptir 5 stafir óTengnír í 
kvótann. f>essa 5.setja menn nú í forskriptina 2«/.0,9; verður 
9,0, sem er meira en fyrsti stafur deílis, en &trykið á að afmarka 
svo marga stafl, að talan, sem þeir tákna, sé > 2y . 0,9. Hér 
verður þvf, elns og áður, að afmarka 73. Nú þar 5 (o: hiniró- 
fengnu staflr kvótans) eru fleiri en 4 (o: ómarkaðir stafir divisors), 
en þessir eiga að vera fleiri en ^' — 1, ef stytta deilingin á að 
byrja, þá á enn að viðhafa óstytta deilingu ; því hðr eru tölumar 
að elns jafnar, nefnilega 4 = 5 — . 1. Vér deiium þá með öii- 
um divisor 735406, tölunni 7146171 og fáum kvótastaf 9. Vér 
margföldum með honum, drögum frá sérdeilanda og fáumleifina 
527517 eptir venjulegum hætti. Hafa má reikningsforskript tíl 
að sjá i hvert skipti, hvort nema skal af deili eða ei. Setjum, 
að tala hinna eptirverandi stafa af deili sé = e, og hinna vant- 
andi stafa kvótans = v, þá ef: 
e < t? — 1 •••• a, 
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þá skal ekki neinn staf neiDa af deill. Ea sð 

e>v — 1 •••• p, 
þá skal nema staí aptan af deili. Hingað til böfum vér haft tii- 
féliin a, og þess vegna er ekki enn byrjuð stytta deilingin. En 
sjáum vér nú, hvernig á stendur: e = 4, og v = 4, því véf 
höfum nú 4 kvótastafl ófengna, þá 

4 > 4 — 1 = 3. 
f»etta bendir oss á skílmálann ^, þar fyrir byrjaf nú hín styttaí 
deíling. f>ess vegna skal nú nema 1 staf aptan af deili, það er 
stafínn 6 ; vér lokum hann því í svíga. Nú er líka y fundið = 4. 
I>á er 2 . 4 . 0,9 = 8 . 0,9 =7,2. Hinn fyrsti stafur deiHs er < 
7,2; þess vegna verður að hafa tvo hina fyrstu, nefnilega 73, 
elns og áður, og seljum vér strykið yfir þá. Hinn fyrsti divisor 
er þá einungis 73540. Vér deilum þá *Hfio> ^g fáum 7 í 
kvóta. Með honum margfaidast 6, talan, sem skorin var aptan 
af divisor, kemur 42; einíngastafnum hér í sleppa menn, en 
geyma tugastafinn 4, og leggja við framkvæmið: 73540 x 7 = 
514780; kemur 514784. þetta dregst frá 527517; kemur leifin 
12733. Til hennar færist nú engínn stafur ofan úr dividendus; 
en í þess stað er burtnuminn 1 stafnr að nýju af divisor, nefni- 
lega 0, svo næst verður 7354 divisor. f>essi afnumning er og 
samhljóða forskriptinni ^, því eptir að 6 var afnumið, þá eru 
3 stafir eptirverandi i divisor, nefnilega 540, ení kvótann vantar 
3 stafi; þess vegna 

3 > 3 — 1 = 2. 
Nú deilum vér '^|f| = 1, og fáum 4í>a staf kvótans, en ann- 
an i hinni styttu deilingu. Með honum margfaldast 0, kemur 
ekkert til geymslu að leggja við framkvæmið 7354 x 1 = 7354. 
jþað dregst frá 12733; kemur ieif 5379. Engin er niðurfærsla 
stafs úr dividendus, en í hennar stað ný afnumning af divisor, 
nefnilega stafurinn 4, (það er og rétt eptir ^), svo nú verður divi^ 
sor 735 (þriðji divisor). Með honum deilist 5379 (þriðji dividen^ 
dus), kvótinn verður 7 (hinir síðari 7 í kvótanum). Loksins er 
afgangur 232, og er það hinn seinasti dividendus. Honum skal 
deila með seínasta divisor 73; kemur i kvóta 3, þá seg: 3svar 
5 er 15, geym 1. Ssvar 73 er 219, legg hið geymda við; verð- 
ur 220, frá 232 er 12. Vér sjáum, að hinir seinustu stafir af 
dividendus 0127 hafa aldrei notaðlr verið, vegna afnumninganna 
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af divisor. I>eir eru þess vegna skornir aptan af dividendus. 
j^eir flytjast nú ofan til hinna seinusta leifa 12, kemur 120127. 
Loksins er aögætt, bvort hinn upphaflegí diviBor er meiri eða 
minni en þessi tala, og þar hann er meiri, þá bætist hér ekkí 
1 við kvótann, svo hann verður 897173* 

216. Til samanburðar við framanskrifað dæmi setjum vér 
það hið sama hér útreiknað með óstyttri ðeilingu, og afmörkum 
með standandi strykum þann faluta dœmisins, er hin stytta deil- 
ing afnemur. 





_♦»»» X,X,X,X4 

73540(6)) 65978651|0127 (897173 

5883248 

7146171 

6618654 


»1 

7 . 6 = 42 


Iti dividendm 527517 < 
a;, d = 514784 í 


3... 
l... 
U.. 

)6.. 




x» d, 

1.0 = 


llK dividendut 12732 i 
Xi d = 7354 ( 


100.6 = 600 


X, d. 

7 . 4 = 28 


Illjl dividendut 5378 1 
Xa d 5147 t 


52. 
!42. 


70.06 = 420 


S4 d, 

3.5=15 


midividendus 230i£ 
«4 d 220 í 


1107 
;|218 


3*. 406 = 1218 



10i2|889. 

Allur sá hluti frádraganna, sem er vinstra megin við stand- 
strykín, er sameiglnlegur hinni óstyttu og styttu deilingu. f>eir 
hlutar frádraganna, sem hægra megin eru viðvinstra standstryk- 
ið, eru í hinni óstyttu deiiingu. Minuendarnir báðum megin 
við standstrykin, eða alveg þvert yfirum, heyra til hinni óstytta 
deilingu. J>essir eiga að berast saman við minuendana i (215) 
í hinni styttn deilingu. Evótastaílrnir f hinni styttu deilíngu tákn- 
ast hér 1(216) með ari, x^^ a^sjOgar^, og má þelta eptir indexun-- 
timlesa: kvótastafur hinnar fyrstu styttn deilingar, annarar, þriöja 
ög ijórðu. Upp yfir divisor standa og tölur, sem vísa á ein- 
ingastafi hins fyrsta, annars, þriðja og fjórða divisors. Nú marg- 
faldast hver divisor með tilsvaranda kvótastaf, eins og deilingar- 
innar lög gjöra ráð fyrir, og þegar einingastafir þessara divisora 
skuiu eptir því margfaldast, þá er það hér táknað vinstra megin, 

t. d. 

7 . 6 = 42. 
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Eíningastafur þessa products 2 skrifast milli standstrykanúa 
með þremur punktum á eptír, sem tákna, eins og 3 núil, að þær 
2 eíningar merki 2 þúsundir. Tugastafurinn í productinu 42, 
nefnilega 4, geymist og bætist víð product nœsta deílisstafs 0, 
nefnilega 7 . = 0, og þar við bætast þeir 4 geymdu. j^essir 
4 skrifast nú á sinn stað í productið x^d, lenda þeir þá fram- 
antil Yið vinstra standstrykið. I»etta er þá bæði samkvæmt venju- 
legum margföldunai^reglum og líka reglum hinnar styttu deiling- 
ar; í (214), er segja, að með x^ margfaidist Iiinn fyrsii divisor, 
og þar við bætist geymd tala frá margföldun bíns næsta afskorna 
deilisstafs bægra megin. Hér var hann (6). Með þessu móti 
verður þá í productinu 42 tugaslafurinn 4 reglnlega frádreg- 
inn I báðum deilingunum, en einingastafurinn 2 alls ekki í hinnl 
fyrstu deilingu. Hér verður þá aðskilnaður milU deilinganna: 
þessir 2 í 42 verða í hinni óstyttu deilingu dregnir frá eða 
10 fyrír ofan, koma svo 8 í mi$muninn fyrir neðan, en þessi 
frádragning er gjðrsamlega undanfeld i hinni styttu deilingu, að 
svomikiu leyti sem vinstra standstrykið ræður. Hér bið eg les- 
arann aðbera nákvæmlega saman dæmið i báðum stöðunum,hér 
og í (215). 

Með sama hætti er með sérframkvæmin, sem á eptlr komai 
x^dj x^dy og x^d, að einingastaflr prodwitanna, þar sem ein- 
ingastaGr divisoranrut margfaldast með tilbeyrandi kvótastaf, lenda 
á milli standstrykanna og verða frádregnir i hinni óstyttu delI-> 
ingu, en ófrádregnir i hlnni styttu deiUngu, en tugastafimir i 
sömu productum geymast og viðieggjast vinstra megin vinstra 
standstryksins i báðum deiUngunum. Hinir undanfeldu frádragar 
(einingastafirnir) miHi standstrykanna eru hér 2, 0, 3, 6, að tðla 
4, eins og kvótastafirnir eru margir y í hinni styttu deilíngu. 
Hér að auk koma nú aðrir undanfeldir frádragar hægra megia 
viA hægra standstrykið eða réttara sagt, frádragar í binni óstytta 
deilingu, en undanfeldlr i hinni styttu, og þeir eru að mestu eins 
margir sem hinir; hér eru þeir einum færri. I»essi eru hér: 6, 
42, 218. Hvérnig þe'ssir eru fram komnir, er sk^rt frá hægra 
megin. ,, 

100 . 6 = 600. 

í staðinn fyrir 600 stendur bér 
6 . . 
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eða 6 með tveimur punktum, er gilda fyrlr núll; eíns er 42.= 
420, og 218, sem eru einingar. I»essi 218 skyldu annars vera 
1218, en þúsundastafurinn 1 er blaupinn fram fyrir síðarastand* 
strykið, og kominn sem geymd tala saman við ö, er annars standa 
skyldi milli staudstrykanna* 

Nú er að bugleiða, bvað úr þessum undanfeldu frádrögum get« 
ur mikið orðið f mesta lagi, tíl að skekkja rMta deilingu. Tök- 
um þá fyrst undanfeldu frádragana milli standstrykanna, og setj- 
um, að hver þeirra væri 9, eins og i mesta lagi orðið getur, þá 
væri þeir til samans 9 . y eða hér 9.4; en þ«s8ir stafir millí 
Btandstrykanna eru hér þúsundastafir, svo summa þeirra verður 

9. y. 1000, 
eptir þv( sem í mesta lagi geturorðið. Si núþetta samanborið 
Við næstu bærri eingastétt vinstra megin við vinstra standstrykið, 
sem er einingastétt hins fyrsta dividendusar, þá verða ailir hinir 
áðurnefndu 9 að ^j^ pörtum úr einingu þar gildandi eíningastéttar, 
eða í tugabrotum == 0, 9 úr henni. Af þessu kemur þá 

0, 9. y'. 10000, 
sem er hin mesta summa hlnna undanfeldu frádrátta miHi stand* 
strykanna. Hér við bœtast hinir undanfeldu frádragar hægra meg- 
in við hægra standstrykið. f^eir éru allir minni en 9 eíningar, 
þær sem eru milii standstrykanna. Af þeim geta nefnilega komið. 
geymdar einingar inn á milli standstrykanna, t. a. m. í jtroduct" 
tnt^ 3.406 = 1218, eins og hér þúsundastafurinn 1. £n í-. 
inyndum oss ná, að kvötastafurínn æ^ hefði verið 9, og hundr- 
aðástafurlnn í deili einníg 9, þá hefði productið orðið 9.9;==; 
81, og ef þar að auki hefði 9 geymdir verið, þá hefði sú tala 
orðið 90, og tugastafurínn 9 hefði þá komizt fram á milli stand- 
strykanna. f>etta bætist þá við hina áðursðgðu summu, og er 
það nærri eins mikið og hún var. (þó eru raunar tðlumar einni 
færri). Summan verður þvf undir það að vera 2y . 0,9 . 10000. 

í reglunum (214) stendur: Af divid^juim burtskerast hægra 
megin eins margir stafir, sem hinn uppbafíegi divisor hafði eptir 
bina merktu stafí, ogþað, sem þáer eptír dí dívidmduSf mynd-^ 
ar hinn fyrsta dividendus. Hér af leiðir, að einingin f hinum 
sfðaraeða sfðasta merkta staff ðivisor erblnsama, sem í sein- 
asta staf bins fyrsta dividendusar. t>egar því hin merkta tala f 
divisor á að vera stærri en 2y , 0,9, þá' er þar með ætlazt til, 
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að híair undanfeldu frádrœltír skuli verða minni en divisar. f»v{ 
ef vér kðlluni summu híana undanfeldu frádrátta E, einingastétt 
blns síðasta merkta stafs í divisor ÍO^, og töluna, sem táknast 
með hinum merktn stöfum þar (jl, þá verður: 
E < 2y. 0,9 . 10* 

2y. 0,9 . 10* < (I. . 10*. 
I>ess vegna 

E < jx. 10*. 
Nú er pi . 10* < divisor, neraa ef allir eptirfylgjandi staflr rfí- 
visors eru tóm núll, en þá er (jl . 10* = divisor. þetla segir: 
Ef tala sú, sem hinir merktu staflr vinslra megin í divisor 
tákna, er stærri en 2y . 0,9, þá er summa hiuna undanfeldu frá- 
drátta minni en divisor. 

Til að gjöra þetta Ijósara, heimfærum vðr það upp á hið not- 
aða Ramusar dæmi. Hinir undanfeldu frádragar milli stand- 
strykanna eru: 

2000 

0000 

8000 

6000 

16000. 

Binir undanfeldu frádragar hægra megin við hægra standstryk- 

ið eru: 

600 + 420 + 218 = 1238. 
I>egar þessir eru lagðir saman við hina, verður 
E = 17238. 

Stafseining fyrsta dividendusar er lO^ = 10000, vegna þess 
að einiagastafur hans og allra dividendanna i hinni styttu deii« 
ingu er binn 4^1 frá einingastaf hins gjörvalla dividendusar. 
Hinir undanfeldu frádragar eru hér 7, og það er < 8, sem er 
2y\ því y =» 4. þó að nú allír undanfeidu frádragarnir hefði 
bver fyrir sig verið 9000^ þá heCði summa þeirra þó orðíð < 8 
. 9000 = 8.9. 1000, og þeUa hefði i einlngum fyrsta divp- 
dendusar verið 8 . ^^^ . 10000 = 72000, sem er meira en 
17238. . Nd er ðta&eining hinnarmerktu tölu í divisor hinsama 
sem i fyrsta dividendus, nefnilega 10000; og þá bauð reglan 
i (214) að láta hina merkto tðlu í divisor yera að minsta kosti 
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jafha eöa meiri en 2y . 0,9 = 2 . 4 . 0,9 «7,2; svo 
hún varð að liafa 1 staf fleiri en staflnn 7 ; hún varð 
því að vera 73, það er eptir gildi einingarinnar 730000; 
en summa hínna undanfeldu frádraga = 17238 hefir h'tíð 
að segja móti 730000 og enn minna mótl deili sjálfum 
735406; og til þess er leikuríon gjörður, að hínir und- 
anfeldu frádrœttir skuli vera minni en divisor, því ef summa 
undanfeldu frádraganna yrði stœrri eða jöfn divisor, þá yrði kvót- 
inn skakkur um eina einiagu, þvert á móti því sem áskilið var 
í problemi voru. f>að er nefnilega tvent, sem hér getur skekt 
kvótann um 1; það er leífín og undanfeldu frádrætlirnir, efann- 
aðhvort er stærra en divisor. 

Nú viljum vér reyna, hvemigfæri, ef vér vikjum út af reglun- 
um (þó það sé ekki eplirbreytnisvert), og merktum ekki nema 1 
staf í divisor, nefnilega 7. Kvótastafirnir í.gjörvalla kvótanum, 
sem flnnast áttu, voru y = 6. Seljum, að vér með óstyttri deil- 
ingu höfum fuudið hinn fyrsta, svo vantandi stafirnir væri 5. f>á 
væri einnig eptirverandi stafirnir f deili 5; og þess vegna eptir 
formulunni p (215) €>v— I, 5>5— 1=4. þá ætti 
að telja 4 stafi af divisor eptir hinn merkla og skera aptan af 
seinasta stafinn 6, eins og áður. Nú eígum vér að hafa 5 deil- 
ingaríhinni styttu deilingu. f>ær5deilingar heimta 5 divisorayO^ 
af þeim divisorum er fyrsti stafur deilís efníð í hinn seinasta 
divisor. f>ess vegna verða hinir að vera 4, og þeir allir 5 verða 
þá þessir: 

Iti 2ar 3ji * 4^i 5ti 

73540 7354 735 73 7. 

Nú er 2y • 0,9 = 2 . 5 . 0,9 = 9,0 = 9. sem er meira 
en merkti stafurinn 7 f divisor móii reglunni. Aptan við þessa 
9 skrifa eg 5 núll, eins og einingastétt hans bendir tíl, kemur 
900000. f>etta boðar, að hinir undanfeldu frádrættir kynni aö 
geta náð þessari summu og þess vegna orðið stærrí en divisor, 
og þá kvótinn orðið skakkur um 1 einíngu. Samt verður það 
ekki í þessu dæmi, þvi ef verx skoðum hina ^istyttu deilingu í* 
þessum tölulið (216), þá eiga standstrykin bæði aö færast um 1 
staf til vinstri. Yerða þá undanfeldu frádragamir þessir : 

Miiii standstrykanna 

40000 -h 40000 -f 40000 + 70000+ 00000 .= 190000. 
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Hægra megin við hægra standstrykið : 

2000 + 0600 + 8420 + 6218 = 17238. 

þelta hvorttveggja tilsamans 207238. En divisor i dœmiBu er 
735406. I>að vill þá svo til í þessu dæmi, að undanfieldu frá- 
dræltirnir eru svo litlir, að þeir ekki geta raskað kvótanum, þó 
byrjað sé með styttu deilinguna fyrr en reglan segir. Vérviljum 
setja útreikninginn hér : - ' 

"73540(6)) 6597865110127 (897178 
5883248 
714617 
661865 



52752 
61478 



1274 

735 

539 

514 

25 

21 



735406 > 410127. 
I>ó svona vilji til í þessu dæmi, að undanfeldu frádragarnif 
Verði svo litlir, að þeir ná ekki divisor, þá er þó aldrei vert að 
vfkja svona frá reglunni. Reglan er líka svo hæg, að það er 
enginn léttir í að víkja frá henni, og að fylgja reglunni er svo 
miklu betra, sem menn eru þá óhultir, en aldrei, ef menn víkja 
frá henni. Menn vita heldur ekkert fyrirfram um stærð hinna 
undanfeldu frádraga, fyrr en menn hafa reiknað þá út með ó- 
styttri deilingu. 

217. í venjulegri óstyttri deilingu eru leifamar ætlð minni 
eh sá divisor, sem þær framkoma af (að fráteknu þvf, er menn 
gjöra hið gagnstæða með vilja, svo sem í congruentium), þar 
á móti f styttri deilingu ber það við, að lelflnverði jöfn divisor, 
vegna þess menn fella alt af stafi aptaa af divisor, og margfalda 
hinn seioast affelda staf til að fá tölu geymda. Samt verður 
aldrei leifln stserrl en divisor að meðreiknuðum hinum affelda 
staf, skoðuðum sem tugabrot væri ; því ef svo væri, þá væri það 
merki iil, a^ kvóta^furlnn væri of Iftiil. Dæoil : 

20 
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12,9) 102 (7 
90 
12. 
. Yærí þar á mótl : 

12,9) 103 (7 
90 
13, 
f>á værí kvótastafuriDQ 7 of litill, þvi 
12,9) 103 (8 

jq3 

0. 
j^annig getor afgangurinn hér verið 12, en ekki stærri. 

218. Sú tala, sem fæst meti þvf áð færa ofan til hlnnar 
seinustu leifar tölu þá, sem skorin var aptan af dividendus^ getur 
verið stærrl en divisor, en er þó minni en hinntvöfaldi divisor. 
I>ví hin seinasta leif er í hæsta lagi jöfn seinasta divisor (217), 
og hinir burtvörpuðu staflr af dividendus eru jafnmargir stöfun- 
um í hinum gefna divisor hægra megin við hinn seínasta divisor. 
Bín umtalaða taia er því í hæsta lagi eins stafam5rg, sem hínn 
gefni divisor, og þó, hún hafií svo marga stafi, þá getur þó ekkl 
hinn fyrsti stafur hennar verið stærrl en fyrsU stafur divisors. 
Hér af leiðir, að hin umrædda tala getur verið stærri en divisor, 
en þö aldrei jafnstór hinum tvöfalda divisor. 

219. DividenduB i hlnni siyiin áeWmgVi er summa frarokvæmis 
deilifi og kvóta, tölunnar, sem framkom viðniðurfærsiuhinnaburt- 
vðrpuðu stafa af deilanda til hinnar isíðustu ieifar, þegar þar frá 
er dregin summa hinna undanfeldu frádraga. Sé M dividendtu, 
N diviBor, P kvóti, B hin seinasta leif með hinum niðurfærðu 
stðfum deilanda aptan við slg, og E summa hinna undanfeldu 
ílrádraga, þá er 

M^N.P + R — E. 
í dæminu hér að framan er 

659786610127 = 7aí5406 . 8971?3 + 120127 — B. 
i hínni styttu deilingtt vita mennekki E, en þaðvar idæmina 
207238: 
Ðeili menn þessari formulu með divisor jV,;;^k6mur 
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N '^ ^ N N. 

I>að er sannað í (216), að hínir undanfelðu frádragar eru minní 

E 
•að summunni til en divisor; þess vegóa -^ < 1 ; en það 

sjá menn, hvort E er minna eða stærra en N. Sé B < N, þá 

er-^<í,og 

^ milK P + 1 ; 

T> JC' p ^___ ri 

vegna þess ^ — v' ~ — k — » ^'^* mismunur stærða, sem 
báöar eru < 1, verður að vera < 1, þegar þær eru báðar ^o^ 
Bitifar, því minuendus er stæstur þeirra, ef þær ekki eru jafnar 
(25,2). j»ó að væri B ^ E, þá yrði mismunurina = 0, og þá 
væri 

N ^' 

M. 

sem einnig er samhljóða höfuðregiunni, að ^ sð miUi P — 1 

og P + 1. 

p 

Sé nú B = A", þá verður -- = í, og þá 

N ^ N- 

E Jif 

Brolið -zT skerðir þá þann í, sem er fram yfir P, svo -j^ 

iiggur þá milli P og P + !• 

Sé nú þar á fnóí B > iV, þá er ^ > 1 ; eu þaö er sannað. 

(218), að É < 2N. Hér af leiðir þá, aðí deílingunni -= ' getur 
beiia talan í kvótanum aldrei orðið stærrí en 1 , svo þá má draga 
ÐeíÐarann A^ frá teljaranum B til að fá tel)ara brotsins i kvöt- 
anum, verður þá 

B . . B — N 



N - ' "^ N ' 




^égar þetta er sett ina 1 fonnuluna 




. N ~ ^ ^.N N' 




N ^ -r ^ -f- y 


E 

■ N' 



20* 
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p — V E 

Hér ^ita menn ekki, hvort 8t$rra vcrður — ^ — eöa t^, eða 

hvort mismunurinQ er poaUifur eða negatifur, en það vitamenn, 

að hann er < ± 1 ; þess vegna 

^ miUI (P + 1) ± 1. 

Af þessu kemur reglan seinast i (214), nefnilega: Ef divisar 
er minni en B, eða tala sú, sem framkemur, þegar til hinnar 
seínustu leifar níðurflytjast hinir afskornu stafir í dividendus, þá 
skuii bæta 1 við hínn fundna kvóta; annars láta hann óbreyttan. 
Dœmi, sem sýnir þetta: 37498998126 : 86923« 
8692(3) ) 3749899|8126 (431404 
347692 1 



272979 


431405 kTÓU. 


260769 




12210 




8692 




3&18 




3476 




42 




34 


' 



88126 > 86923. 

£ptír (213) verður hér fyrirfram séð, að stafaíjöldi kvótans 

muni verða 6, þvi deilandi hefír 11, en d^ilir 5stafl, mismunur- 

inn þá 6, því hérereptir táknuninni þar (^l), nefnilega: 8verða 

ekki hafðir í 3, heldur f 37. Evótástaflrnir eru því 6. I>arnæst 

er að ákvarða seinasta diviaor, eptir reglunni (214), 2y . 0,9 = 

2 . 6 . 0, 9 = 12 . 0,9 =10,8. Eptir því œtti að merkja tvo 

Btafi framan af divisor. En vér látum það bíða, unz búið er að 

ákvarða, nœr stytta deilingin byrjar. Eptir þessa tvo stafl koma 

þrír staflr í deili, en 6 staflr eru ófundnir i kvóta, þá er eptir 

formtUunni (215) 

e < V — 1 

3 < 6 — 1 = 5. 
Hér á þá ekki stytta deilingin að byrja fyrr en eptir tvær deil- 
ingar. Eptir venjulegum hætti ákvörðum vér hinn fyrsta kvóta- 
staf = 4. jþá vantar oss fimm stafi í kvóta. jþá er^2 . 5. 0,9 
= 9,0 = 9; og segir það, að enn eigi aðvera merktir 2 stafir 
i deili: I>á er: 
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3 < 5 — 1 = 4. 

f»á deilist enn meS óstyttri deilingu og fæst kvótastafurinn 3. 
Nú eru 4 staflr ófengnir í kvóta; þá 2 . 4 . 0,9 = 7,2. En 
fyrsti deilisstafur er 8, og er hann stœrri en 7,2; og á því ekkl 
að merkja nema 1 staffdeilij þáeru 4 staílr, sem á eptirfylgja; 
þess vegna eptir ^ f (215) 

4 > 4 — 1 = 3. 

Hér byrjar þá stytta deilingin. Teljum vðr þá þrjá stafi af 

dcili eptir hinn merkta, og skerum hinn Qórða aptan af, sem er 

3. Böldum vðr svo áfram styttu deilingunni eptir áðursðgðum 

reglum, og bætum 1 við kvótann, þar deilirinn er < R. Hér 

setjum vér óstyttu deilinguna til samanburðar. 

86923) 37498998126 (43l404||f|| 
347692.. 

272979 
260769 



122108 



8692 


3 ... 


3518. 
3476 i 


il 
)2.. 


41. 
34' 


>926 
r692 


6{ 


i234. 



Berum vér nú kvótana saman f báðum deilingunum^ þá sjáum 
yér, aö hinn rétti kvóli liggurá milli (P+í) +0og (P+i) — i, 
og er það samkvæmt reglunni 

^milli (P+1) ±í. 

Hér er og summa hinna undanfeldu frádraga 3000 + 9000 + 
7000 + 200 + 692 = 19892» sem er minna en deilirinn, eins 
og á að vera. f^ar á mót, ef stytta deilíngin hefði verið byr}uð 
einum staf fyrri, þá hefði hún (nefnilega summan hinna undan- 
feldu frádraga) orðið 

90000 + 20000 + 60000 + 40000 + 3000 + 9200 + 
7692 = 229892, 

8em er fram undir þrem sinnum svo stórt sem deilirinn, svo vér 
bðfum hér þá dœmi upp á það, hversn ótækt það er, að byrja 
styitu deiUnguna, fyrr en reglumar segja. 

;220. j^essi aðferð hinnar styttu deilingar er fyrirskrifuð af 
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Professorunum Eamuai og Steen. En eg hygg, aö hún muni 
þykja nokkuö umsvifaraörg. Vil eg því se^a hér aðra, sem Berg 
kennir í sínni mathematík, bls. 96. Hún er sú, sm nú skal greina : 
Af dividendus fikal skera hœgra megin einum færri tölustafl, en 
divisor heflr marga. þar nœst skal deila eptír venjulegnm hœtti, 
Gangi þá upp, skal bæta viö kvótann eins mörgum núUum, sem 
staflr voru burtteknir af dividendus. Dœmi: deilum' 

5114253967531 : 87468. 
87468) 51142539617531 (58470000 

437340 



740853 
699744 
411099 
349872 



612276 
612276 
0. 

Hér heflr divisor 5 tölustafi; þess vegna skerast 4 tölustafir 
aptanaf dividendus, og síðan deilist eptirvenjulegum hætti 87468 
í 511425396; verður þákvótinn 5847 og afgangur 0. Við kvót- 
ann verður þvf að bæta 4 núllum, þar 4 staflr voru skornir af 
deilanda. þessi kvóti er réttur og mismunar minna en 1 einingu 
frá hinum fulla kvóta. f>etta má sanna þannig : Ætti að halda áfram 
hinni venjulegu deilingu, þá ætti að færa niður deilandástafinn 7, 
og þegar þessari sérdeilandi ætti að deiia róeð 87468, muiidinúll 
koma í kvóta, sem er hið fyrsta. I»ar nú 87468 verður ekki 
heldur baft í 75, yrði að skrifa ánnað núll í kvóta; en þar eins 
fer, og ekki má deila 753 með 87468, þá kemur þriðja núllifi í 
kvótann og deilandastafurinn 1 verður að færast niður. Loksins 
þar 7531 erof líUð til að deilast með 87468, kemur Qðrðanúltið 
í kvótann, og leifin 7531 verðor teljari brotsins I blöndnu tðl- 
unni 58470000/f^^ff. 

Verðt þar & mót afgangur, þá deilist hánn ekki með ðllom 
divisor, því það verður ekkí, þar afgangurinn er minni en divi- 
Bor. Afgangurinn deilist þá með divisor, að afhumdum hans 
séinasta staf, eiiis og 1 ffti^a aðferð hér.að framan, svo h^r er 
hinn rétti tími að byrja styftu deilinguna, og halda svo áfram 
eptir Ouy's aðferð. 
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Stonun fyrir þvi, að skera skuli aptan af dividendu$ svo 
marga stafi, sem eru f divisor að afnumdum einum, er þessi: 
Deilingin endar, og alllr kvótastafirnir eru fengnir, þegar seinasti 
stafur hins margfaldaða divisors er kominn niður undan seinasta 
slaf í dividendus. þetta má sjá á ðllum óstyttuúi deilingum. 
Til þess því að sjá allar legur divisors undir dividendus, þær er 
hin stytta deiling innibindur, má telja alla stafi divisors, og í- 
mynda sér, að þeir væri skrifaðir niður undan seinustu stöfunum 
i dividendiís, þá lendir fyrsti stafur divisors þar, sem óstytta 
deilingin á að enda. I>ess vegna skal hér afnema 1 staf af di- 
visor, áður en hinna stafanna tala er numin af dividendus. Nú 
deilist heðan í frá með styttu deilingunni, en í staðinn fyrir að 
láta divisorinn fœrast staf fyrir staf til hægri, skal nemaaf hon- 
um staf í hvert sinn, svo aldrei komist hann yfir vinstra stand- 
strykið ídæmínu (216), Kka, ef viU, má samanberaviðdæmið með 
standstrjkunura í (219); þá sést, að fatTBluv divisors, eða héraf- 
numningar af honum, verða eins margar, sem stafirnir í divisor 
að afteknum hinum fyrsta, sem er innan vébanda hinnar óstyttu 
deilingar. 

Dæmi Bergs: Sama eptir Quy: 



7891) 9123|45 
7891 


6 (1156 


7891) 91234|56 (1156 
7891 


1232 
789 




12324 
7891 


443 
395 

48 
47 




4433 
3945 

488 
473 


1. 


1556. 



|>egar dividendus ekki hefir divisor i sér, eþtir að búið er að 
skera af honum (dividendus) áðursagða stafatölu, þá skal burt- 
nema af divisor bægra megin svo marga stafi, að deila megi. 
Dærai Bergs: 368475 : 25783. 



Eptir Berg: 


Eptir 6uy: 


25|783) 36|8475 (14 
26 


257|83) 368|475 (14 
257 


10 
10 

0. • 


111 

102 

9475. 
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Hin þriðja aöferö hinnar styttu deiliogar er éptir Fmrier. 
Henni sleppum vér öldiingis. Um hana má lesa i FaUe$en9 rene 
Malkematih, bh. 128 o. s.frv. 

221. Htn stytta deiling heimfœrð eða notuð við brol. 
Reglur : 

1. Ákvarðast, hversu mikla nákvæmni hin gefnu brot geta 

geflð eptir formulunni . ^'^^, '^ ^,"^ l (210) lil (212^ 

2. Skal flytja kommuna í dividendus til hœgrí samkvæmt 
binni mestu nákvæmni, eða samkvœmt annari minni eptir geð- 

þekkniyflrn tölustafi eptir — ^— — , ellegar --— , og eiga sein- 

ast eins margir staflr að afskerast, ellegar eíns mörg núll bætast 
við, cplir því hvort hin fyrri eða síðari forskriptfai er viðhöfð. 
Er þá auðskilið, að hln gefna stœrð -^ ekki raskast við þetta 
eða skekkist, þar skekkingin verður lagfærð á eptir. 

3. Síðan skal ákvarða kvótastafafjöldann eptir (213) með þvf, 
að færa kommuna f deili tíl hægri, þannig að einhverjir staíir 
aðrir en núll verði þar heilir, svo séð verði, hvort kvótastafa- 
^oldinn er = d + 1 eða = íí, og um leið að nýju færa um 
eins marga reítí kommuna f dividendus til hægrí, svo brotíð 
ekki skekkist; skoða síðan báðar heílu tölurnar f deili og deil- 
anda, og ákvarða eptir þeim kvótastafaQöldann, eins og áður er 
sagt. Að stærð ekki skekkist, þó komma sé færð jafnmikið tíl 
hægri (eða vinstri) f deili og deilanda, er Ijóst af (83). 

4. I>essi kammufærsla f 3 fþessum tölulið er eínungis fbráð 
til að finna kvótastafafjöldann y. En þegar hánn er fundinn, 
skal eptír honum marka fyrstu stafi deilis (^fixr Guy), ogefhinir 
eptírfylgjandi ómörkuðu stafir í deili verða færri eða jafnmargir 
sem y — 1^ þá að láta allan deili verða heilan með þvf, aðfæra 
kommuna aptur fyrir hann, og undir eins færa kommuna um 
eins marga stafi f deílanda. En verði hinír ómörkuðu stafir f 
deili fíeiri, þá sníð alla þá af, sem fram yfir eru y, og fær komm- 
nna f dellanda um eins marga stafi, og kasta svo brotunum burt. 

5. I>essar reglur, hin 3ja og 4^)», eiga við Ouy'a styttu deil- 
ingu; en við hina, sem Berg fyrirskrifar, á sú aðferð, að gjöra 
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deili og deilanda að beilum tðlum, með þvf aS muÍUplieera þá 
báða með þvi tugaveldi, er hefir eins mOrg núll, sem tugabrots- 
staílr eru margír í því brotinu, sem hefir þá fleíri í deili eða 

deilanda, og deila síðan eptir Bergs aðferð -^ — eða , 

og loksins fara eptir 2" reglunni í þessum (221) tölulið tíl að 

finna -zr=-. 
N 

222. Dæmi : 
Deila 3 : 0,0035843927. 
Deilandi 3 er nákvæm stærð. 

Forskript nákvœmninnar (210) er — f _ ^ K 

Jf = 3 a = 

N = 0,0035843927 p = 0,00000000005 

0,00000000015 = ifp 0,0035 = N 

= NoL .,..35 = N 

0,00000000015 (2 175 

0,00000000030 ^05 

•,••••12125 = N^ 

Í þessum 30 eru 11 decimalar. 

í þessum 12 eru 6 decimalnr, 

þá í kvótanum 2, 5 decimalar, og nákvæmni 0,00002 = j^^ 

eða i tíuþúsundustu pörtum. þá er eptir fullrí nákvæmni 
mO^ ^ 3 0000 
N ' 0,0035843927. 

Nú færi eg kommuna aptur fyrír 35 f nefnaranum, það eryfir 

4 stafi til bægrl, þess vegna eins f teljaranum; kemur 

300000000 , ,, , « j . .. ;«,oi 
^ j kvótastafir = d = 7 eptir (213) 

Síðan tökum vér alla stafi nefnarans; koma þá 6 stafir nfir f 
nefbara og te^a; þess vegna 
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3&843927) 300000000000000 (8369618 
286751416 
13248584 

^0753178 k,5ti = 836,9618. 
2495406 
2150635 



344771 
322595 



22176 
21505 
671 
358 
313 
286 



35843927 > 27000000. 

Nú viljum vér reikna sama dæmi með nákvæmni f tfundupðrt- 

um. Fellur þá nákvæmnisútreikningurinn alveg burt, og nægir, 

ef vér vitum, að ekki er farið út fyrir hennar takmark. 

-. MIO^ 3 

H er — — = 



N 0,0035843927. 

Ekki verða hafðlr 35 í 30, þar fyrir, þegar komman ( 0,0035 er 

færð aptur fyrir 35 um 4 stafl, verður 

300000 , ,. . - . . ,.„x 

-g7 , og kvótastaflr = d = 4 (»g). 

I»á 35843|927) 3000000000 (8369 

,m*) 286751 

13249 

10752 

2497 

2150 



347 
322 



250000. 
Kvóti = 836,9. 

Loksins viljum vér reikna þetta dœmi i tómum bandruðum; 
þá «r 

*) m þý%ir, a% sá tSloítaftir, tem ei fyiit ofen m, slgt ih mvgfaldait tU 
a% fá geymda tólo. 35813 er fynti dÍTÍter. 
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M 3 

iV10« 0,35843927. 

Hðr verður að færa kommuna um 2 reiti, og svo má ekki láta 
sér nægja það, að 3 verða hafðir f 3, heldur verður að hafa 
ýmislega stafi með; og ekki verða 35 hafðir f 30; þess vegna 

^. Kvó{astaflr = á = 1 (sj) 

fá "351843927) 30|0.(8 

28 
35843927 > 20 . Kvóti = 800. 

223. f tOluIið (21 í) er fundið takmark nákvsmnionar f 
þessari deilingu: 

M 9,80896. 



N 9,8696044, 

að megi finna kvótann nákvæman með 5 tugabrotsstöfum. Hér 
má flytja kommuna um 7 reiti; þá verður eptir Bergs aðferð: 

M 98089600 



og 



N ~ 98696044 
JflOS ^ 9808960000000 
N 98696044. 

98696J044) 980896|0000000 (99385 
888264 

92632 Kvóti = 0,99385. 
(»S) 88826 
3806 
2960 



846 
788 



58 
49 



9. 
I>ó 8V0 sð, að tugabrot sé ónákvæm, eins og vér höfum lengi 
nm talað, þá eru þau þó stundum nákvæm, éins og vér böfum 
áðar sagt, og þá má dividera með sérbverri nikvæmni. 

YeMi iPotetias), og rót (Badix). 
224. Hér befir áður opt verið talað um veidi; en einkum 
er þ^ðÍQga þess að finna í (53,1), að það sð framkvœmi taldra 
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jafnstórra gjöranda. Einn af þessum jafnstóru gjöröndum heitir 
Tót (radix) og táknast með \/, er kallast rótarmerki t. a. m. 
y25 = 5 ; þar 5 . 5 = 25. Rótarvísír (exponens radieis) kall- 
ast tala, sem stendur { klofanum á rótarmerkinu, og segir til| 
bvað margir hinir jöfnu gjörendur sé, er aðgreinast ekulu i tðl- 
unni eða stœrðínni, er rótarmerkíð stendur framan við. t. ð. 

V125 =5, þvl 5 . 5 . 5 = 125* og hér eru 3 jafnir gjörend- 
ur, og er hver þeirra 5. þessi staerð \/125 á að lesast: þriðja 
rótin af 125, og hún er 5. Standi engin rótarvisir f rótarmerk- 

inu y, merkir^það sama sem hann vœri 2, þannig V; og er 
það önnur rót og kallast kvaðratrót (radix quadrata), vegna þess 

að annað veldi heitir kvaðrat (quadratum). Sðmuleiðis tieítir V 
eða þriðja rótin kúbikrót (radix cubica), af því 3Ja veldi heitir 

eubus. Með líkum hœtti heitir V bíkvaðratrót, af því að Qórða 
veldí heitir bíkvaðrat eða quadmtum quadrati. Hið fimta veldi 

m kölluðu hinir gömlu Surdesolidum og rótina V SurdesolidróL 
Hið sétta veldi kölluðu þeir Zemicubus, af því kvaðratíð hét sen- 
SU8, og m^ = (m')^. Sjðunda hét bissurdesolidum^ 8^* Zensizensi- 
zen8us,Þvt m^ = ((m^)*)*, 9^^^ Cubicubus, þvim^ = (m*)*. Öll 
þessi nðfn eru nú aflðgð, nema kvaðrat, cubus og biquadrat. 
Samber H. W. Clemms mathematisches Lehrbuck, Ur Theil. 

225, 1. Skuli veldi sömu rótar margfaldast saman, þá má 
gjðra það með því, að rita rótina einu sinni með summu vfsanna 
i vísis stað t. a. m. 

því a^ er sama sem rótin a sett m sinnum sem factor, og 
a^ er sama rót a sett n sinnum sem faetor; þess vegna eptir 
margföldunar reglunum (53) á stafurinn a að skrifast einu sinni, 
en summa exponentanna v^rður bans exponent. t. d. 



því 
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aaaaa 



o" = aaa. 



þá verBur framkvæmið 

a^ . a^ = aaaaa . aaa = aaaaaaaa =« a ^"^^ = a', 

þv( bókstafirnir eiga allir fram a5 koma úr gjöröndunum f pro^ 
ductið, en exponentamir eru einungis til að stytta skríptina (53). 

2. Skuli veldi sðmu rótar dellast meö veldi af sðmu rót, þá 
skrifast í kvótann sama rót með exponentanna mlsmun; það er 
að skilja: frá exponent dividendi skal dragast exponent divisorB 
þannig : 

a^ l a^ =: o*. 

f»etta er sagt og sannað í (63), en verður kann ske Ijósara 
þannig : 



aaa 



í=z aa = a'. 



Hér kemur þá fram sú regla (63,3), að þeir bókstafir koma í 
kvóta, sem deílandi befir ffam yfir deili. I>ess vegna yfir bðfuð: 



Hér geta nú 3 tllfelli komið fyrir, nefnllega m >- n, m =^ n^ 

og m <Z n. Sð m > n, þá verður exponent kvótans positifur, 

sé m = n, þá verður exponent kvótans = 0, og sé m < n, 

þá verður kvóta exponentinn negatifur. 

Tx . X 1-.« í * ^* 5 • R a aaalaa 
Dæmi upp á bið fyrstaer -^ = o* = a^—^ = — ; 

..« « a^ * . n *4 aaaaa 

biðannaðer-jr =a^^ = o^ = 1 = ; 

o^ aaaaa ' 

1..« •..«.«* R 9 9 aaaaa\ 

bið þriðja er ^ = a*— ^ = a^ * = }■ 

' * iv aaaaa\aa. 

I»essar þrjár deilingar geta nú líka skoðazt sem brot, og eru 
bér veldin skrifuð með öllum factorunum í teljara og nefnara. 
Hinn sameiginlegi maelir teljara og nefnara er bér afskorinn með 
standstryki, og má stytta þau brot og lengja með bverju veldi 
sem vill| SYO sem með þvi veldinu, sem er lœgra, þannig : 
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hiö fyrsla 
hið annað 
hið þrlðja 



_?: = «- =0« 



(a) 
00= MP) 



a" 



-i-.-»--r. M, 



ellegar með veldinu, sem er stærra, þannig : 



bið fyrsta 
hlð annað 
hið þriðja 



= i-^ =^-. = a> 



r. 2 



= ±-==l = ~ 



«—2 



«—2 



1 






= /1—2 



(5) 
(C). 



þegar exponent sömu rótar er hinn sami í teljara sem nefn- 
ara, þá er stœrðin == 1; og exponens kvótans = (121); það 
verður einnig sýnt þannig t. d. um a^: 



aaaaa _l_ ^ ^ p 

aaaaa 1 



j)egar nefnarans exponent er stærri, þá er t. d» 

«! _ aaaaa_ ^ X = 1 = a*''^ samber (7) og (^. 



_ aaaaaáa 

I>ví hér hefir deilandi factoratöluna — 2 fram yfir deili (63, 3), 
8V0 æflnlega gildlr sú regla, að draga deills exponentinn frá 
deilanda exponentinum, elns og sýnt var í (63). 

Til að hafa dæmi í tölum upp á þetta óraslianlega lögmál ex- 
fonentanna, set eg a= 12, og deili með 12 hvað eptir annað, 
þannlg : 

= 1728 



12) 12» = 



12 . 12 = TK— 8 = 



12)12* =12"»-» = 12 . 12 = j2='2 = 
12) 121 ^ 12«-» = 12 = TK=i = 



12) 12« = 121-1 ^ 



12) 12—1= 12»-i 
12) 12-2= 12-1-1 



12-3= 12-«-i = 




12.12.12 
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Tö-=8 ^^ l>ygður á þvf, að positifur exponent í teljaranum jafn- 



Hér er fyrstu linunni deilt meö 12, kemur þá hin ðnnur fram. 

Svo er og um allar hinar. En fjóröí dálkurinn, sem byrjar meÖ 
Jl 

12- 

gildir negatifum exponent í nefnaranum. I>annig er 

12^ 1 a* 1 

12.12.12=12» = ^ =_i_,cin8og^ = ^2Í(a)og(S). 

, 12* 

I öt» dálki er kunngjðrð deiling sama brots — f teljara og 

nefnara. I>egar teljaranum 12* er deilt með 12*, kemur 1 i 

teljarann; og þegar 1 í nefnara er deilt með 12*, kemur -r^^ 

eða 12—*. Af þessu kemur brotabrotið: 
1 



sem eptir (98, 4) er 



I12O 



(12O 



i?! _ 12*_-.53 
12* ~ 1 ~-^ • 



I>etta má og skoða sem deilingu með broti eptir (98, 3), 

þannig : 

^ 1 12* 

= 1 ' _ = 1 — = 12* 
' • 12* * • 1 — A.: . 



(l2*j 



12* • 12* 

Einnig má í þriðja lagi fyrir neðan strykið í — — ^,— -p setja 

12® í staðinn fyrir 1, svo verði: 

12* : 12* 

12° : 12*, 
þáverður frádragning vfsanna fyrirneðan strykið — 3 = — 8, 
og þá kvótinn fyrir neðan strykið = 12—*; en fyrir ofan strykið 
ly eins og áður. þá verður 

1 2* : 12 * ^ j 

12<> : 12* 12-* 
eins og áður er fundið. 

Fjórða Ifnan f þessari töflu sýnir, að eins og Hggur miUi -f^ 
1 og — 1, svo bggur facíoratalan roilli facíoratalnanna + 1 
og — 1, svoað 12® getur hvergi verið annarsstaðar en þar, með 
því exponent er ekkert annað en facíoratala. 
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Yér Bjáum þá á þessari töflu, að það er einungig áframhald 
deiliDgariDnar (t. d. hér með 12), sem kennir oss merkingu ex" 
ponentanna 0, — 1, — 2, o. 8. frv., eða merkíngu vísisins núlls 
og hinna negatifu vísa. f>etta lögmál exponentanna er því að 
minni hyggju œðra en nokkurt mannlegt samkomulag eða manna- 
setningar. það liggur i eðli stœrðanna, sett af hinum eilifa. 

Merk: þetta segi eg, af því nokkrar danskar lærdómsbækur 
milli ára 1834—1846, þó góðar sð, tala um þetta semmannlegt 
samkomulag. 

Samber Bergs Förste Grunde i den almindelige McUhematilc, 
n^ 127, bls. 116, og Fallesens Begyndtlsesgrunáe i den renc 
Maihematik, bls. 53. 

226. f bókstafabrotum, sem í teljara og nefnara eru eín- 
liðuð eða monomia^ má fíytja bókstafl úr teljaranum ofan í nefnar- 
ann og úr nefnaranum upp í teljarann, einungis með þvi að breyta 
merkinu við exponentinn i hið gagnstæða t. d. 

a* b' c« d^í-'l-'V _ .4 .6 .. ^ .-e A-, .8 



d^ 


na 


r ff-' 




o-* b •> c- 

1 


—2 






C» 1/ 


-m 


1» 




f 


{/ 


VPO 


þess 


6- 
að 


6 g-i d6 ^6 


r 


1 


-8 

-m 


ogo" 


1 


vcg 


1 


0°» 



eptir (225). 

í fleirliðuðum teljurum og nefnurum má einnig stundum þessu 
viðkoma. f»ó verður sú breyting, sem gjörð er f einum lið teljara 
eða nefnara, að gjörast i þeim ölium, svo sem 

o o6— ^ 

b+e ~ 1+cA— 1' 
þvi ef egdeili b með b, verðeglfka að deila c roeð6^ eptir(61); 
og þegar eg þannig hefi deilt öllum nefnaranum roeð b, verðeg 
líka að deila teljaranum með b, nema ef eg vil láta brolið 6- 
faldast (95). Hér má Ifka færa allan nefnarann upp f teljarann, 
þannig : 

^^^a(ö + c)-K 

pó má hér ekki margfalda liðina í svlgunum með a, og það 
vœrí sama, hver exponent «em vœri við svigastœrðina annar en 

+ I. . " . 
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227. Menn g«ta af negatifum exponentum baft nokkurs 
konar léttí, þegar margfalda eða deila skal fleirliðaðum stærðum 
(polynomiis), vegna þess hókstafabrotin líta þá út eins og beilar 
tölur væri. T. d. ef margfalda skyldi 



með 



3 1 

2^,4- íc*- 2 +^ — ix 



A _ 3 _ a?, 

X 



og skrifa þessa gjðrendur meö negatifum exponentum þannig 
eptir exponentanna röð: 

a.2 _ 2a? — 2 + ix-^ + Jar-« 
_ a? — 3 + 2ar-i 

— ar8 + 2ar«+ 2a? — ía:^ — Ja?— ^ 

— 3a:2+ 6aí + ex"^ — a?-^ — |a:-« 

+ 2ar — 4a?« — 4ar-i' ^ |aj~.i + 3^8 

• — a?» — a:« + 10a?+ IJa?^ — 64ar-i — Sfar-* + 3a;-s. 
Má svo skrifa framkvæmtð með bókstafabrotum, ef viU, þannig: 

- ** - *" + ^<^* + T - 2i - 6i« + F3. 
Með h'kum hætti er með deilinguna. 

' • 228. Beri menn saman það &ém sagt er í (31)og (32) um 
játandi og neitandi stœrðir við bið nú f (225, 1, 2) umtalaða fix^, 
ponentalöQtnéAj þá má sjá, að positifir og negatifir exponentar, 
eða setning'og burtnumning jafnstórra gjöranda, eru .gagnstæ& 
horf. í (32) er tekið til dæmis upp á gagnstœðar stœrðir ferð í 
norður og suður, o. s. frv. Nu vitum vðr, að vðr getum skipt 
um nöfn á norðurferð og suðurferð, og kallað þá neitandi, sem 
vér áður kölluðum játandi. Eins getum vér með exponentana. 
Mú viljum vér skoða, hvernig vér getum eptir þessu umsnúið 
töflunni í (225, 2), og er það þannig: 

• ■ • 21. 
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ú) (tÍ)* == 



_1 



11 



(tÍ)-* 



iras 



TÍ) (tÍ)* = (tÍ)*-' = 


TÍ. 


•• (Ti)-' 


= 


1 

144 


TÍ) (tÍ)' = (t1)"-' = 




1 _ 1 

" (tÍ) ' 


= 


-1 

la 


tI) (tD' = (tÍ)'-' = 




' - «1- 


= 


1 


tI)(t})-'= (tJ)'^' = 




(tDTítÍ)' 


= 


12 


TÍKii) -(tí) ' •- 


1 
13 


1 

' 1» »1»' 


= 


144 



Í-L)— » = (-l\— *— »=— = J— = 

la " u • 12 Vif ' 

HiÐD &ti dálkur i fyrri tofluQQÍ er bér UDdanfeldur. 



1728. 



.229. Sú athðfn að finoa veldi út aí rót þess, heitir po- 
tentiatio eða upphafning til veldis, eða að potensera. Hefji menn 
nú sérhverja tðlu a til allra velda með ðlium positifum og ne- 
gatifum exponentum, fá menn endalausar raðir velda, sem allar 
ganga f gegnum 1 eða a^, undír eíns og exponentqrnir mynda 
óendanlega rðð, sem gengur f gegnum 0, þanníg: 
4, _ 3, _ 2, - 1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, ...• 



r»— 8 



r—l 



Ji 

aaaa 






aaa' 



aa' 



a 



o, 



aa^ aaa^ aaaa, 



Af þessum þremur Ifnum er hin fyrsta exponentanna roð, en 
bin ðnnur og þriðja veldanna rðð, hin fyrri sliammskrífuð með 
exponentumf og fain sfðari langskrifað með factorum eða rótum. 
jþegar vér nú bugleiðum, að a merkir allar tölur, (ekkt einungis 
J2 og xi eins og f (225, 2) og (229) ), þá sjáum vér, að ócnd- 
anlega margar .véldaraðir eru til, og að þær allar krossa sig, eða 
ganga f gegnum 1, þar sem exponentinn er 0; þetta liggur í 
formulunni 

a^ = í. . 

Skoðum vðr veldanna raðir sem óteljandi gðtur, þá verða 
gatnamöt þfirra í 1, þar sem exponentinn er núll. Yilji nú 
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Dokkur spyrja : Gcta þá veldanDa raðir ekki eioDig geDgið i gegD- 
nm Dúll? Vér svörnm jú, og spyrjaDdíDn spyr: Hver et þar 
exponentinn? J>á svarast: veldanDa raðir gaDga f gegDum 
irotaDÐa megin við 1, þar sem exponentinn er — oo, ef a>l, 
og þar sem haDU er + oo, ef a <; 1 ; þess vegoa ætíð óeDd- 
anlega laDgt burtu. 

Athugi. Væri þessar götur málaðar, þi er auðsætt, að þœr 
væri ekkí beiuar, þar þær hafa tveDD gatDamótiD. þær myoda 
boglínu eiDa, sem { híDDÍ analytisku geometriu heitir logistica, 
eða híD logarithmiska líDa. I>að launar sig ekki að lýsa henni 

hér. 

« 

230. þegar m er positift, þá er 

(+a)m = + a™, 0™= 0, (— ar= + a«^. 
í seinustu h'kingunni á að lesa efra merkið, þegar m er jöfn 
tala, en neðra, ef m er oddatala (58). f>etta mk alment tákna 

þannig: 

(+ö)2^ = + «2^, (+ aý^+^ = + a^^+^ 
j>etta segir: Veldi með jöfnum exponent er œtíð positift, en 
veldi með ójöfniim exponent heflr sama merki sem rótin^ Hér 
á n að merkja hvaða tölu sem vill, þó heila. Verður þá 2n 
jöfn tala, en 2n + 1 ójöfn eða oddatala. 

231. Sé exponentinn vlð negatifur, þá verður merking 
veldis þess mjög á annan veg en i (230), þvi þ& verður: ^ 

0-™ = oo ••••(»), 

hvf 0-™= — ==— = oo. Samber (73). 
^ 0°^ 

Se exponentinn við einnig 0, þá er; 

0® = indeterminato •••*..*. (P), 

því O^ == -jr- = indeterminato (73, 6). 

Ef a er > 1, þá er 

• a^ = oo ••••(y), 
því þá vex veldið við hvern factor þess. Bn «é a < 1, þá er 

a^ «: ••••W, 
þvi þá minkár Vddið vi^ hverjh fác^or þess, og eins við a ^O, 
og þá er: 

21* 
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O^ = •••• (6). 
Sð rótin = 1, þá er 

p = 1 .... (?) 
viÖ allar endanlegar stæröir vísisins n, þvf factorinn 1 stækkar 
hvorki nð minkar, þó margfaldað sé með bonum. En þetta get- 
ur verið á annan veg, ef exponentinn er oo, því þá er 

l^ = indeterminato •••• (r^ 
eða óákvörðuðu, því 1 = a^ samber (529), og l^ = {a^^f^ 
= a^'oo . En exponentinnd .oo er óákvarðaður eða indeterminatiu 
(73, 6). I»ess vegna l^ óákvarðað. I>etta getum vér einnig 
séð með öðrum bœtti: 1 liggur á óendanlega skðrpu svæðí 
eða brún milli launbrots, er befir teljarann stærra en nefn- 
arann, og sannarlegs brots, er heflr teljara minna en nefnarann 
(80). Nú befjum vér 1 upp i veldi með exponenti oo, þá blýtur 
veldið að leggja einbversstaðar á milli oo og eptír y og ð í 
þessum tölulið (231). £n þetta er með ððrum orðum: aðveldið 
l^ si óákvörðuð stærð. 
Ef d > 1, þá er 

a""^ = 0, •..• *, 
þvf a~"~ = — eptir (226) =^ eptir (23 í, y) = eptir 

(73, 6). Ef a < 1, þá er 

o""^ = oo ••.• t, 
er finst með sama bætti eptir (231, S). 



232. Ákvðrðun rótar af veldi eptir gefnum vfsi, heítir rót- 
arútdráttur (extraetio radtcts), eða að útdraga einhverja rót (€a?<ra- 
here radicem). t. a. m. 
£f 

a™= b •••• (a), 
þá er 

a r=:^ yb '••• (P). 
Hér er b veldið, sem á að sundrast f m jafnstöra gjðrendur, 
og er bir a einn af þeim. £n þetta getur stundum verið á 
fleiri vegu en einn, sem seinna verður frá skýrt 
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í tölum getur hér verið a ==: 2, tn == 3; þá er 6 = 8; 
þetta er líkingin (a); þvf 2.2.2 = 8; þá er og eptir (P) 2einn 
af þeím þremur jafhstóru gjörðndum, sem liggja í 8. 

m 

f>etta a = \/6 má nú aptur setja inn f (a). f>á verður 

a» = (V^r = b .... (y). 
f>að er: rótin haön upp til veldis með rótarvfsinum fyrir veldis- 
vfsi gefur sama veldi. 
Sé nú aptur a™ úr (a) sett inn í (y) fyrir b, þá er 

a = \/a .... (5). 

J>egar m = 2, skrifast &tyltra V6 fyrir yi>, eins og í (224), 

en Yb = b, þá skrifast ekki \/ö, heldar einungis 6. 

233. Exponentar, bœði velda og róta, geta verið brotnir^ 
og hafa þá allra brota og heilla talna eðli. Factorarnir geta þá 
sundrazt og samansezt, umsnúizt og breytzt alla vega, eins og 
hverjar aðrar tölur og einingar.^ þegar exponent er brot, verður 
hans eðli skiljanlegt af eðii (definition) factora ogbrota. f^annig 
er að skilja 

p 
a^ .... * 

að það merki, að a skuli setjast — sinnum sem factor^ og það 

annaðhvort, að til sé p jafnir factorar a, sem aptur geti sundr- 

azt f q jafna factora, svo að úr hverjum einum af þeim p fact- 

i. 

orum megi taka 1 gta part; verður þá ætíð hver factor = a% 
en tala þeirra p ; samber (61) um upprona brota; ellegar að 
þeir pfactorar flokki sig f tvær ójafnra factora deildir, aðíhinni 
cinu, sem hefir f sér stærri deildirnar, verði svo margir jafnir 
factorar, sem q er opt innifalið f p, og i hinni, sem hefir mínnt 
factorana, verði svo margir minni jafnir factorar, sem afgang- 
urinn segir, þegar deilt er p með q; ellegar f þriðja lagí, að 
allar deildirnar verði jafnar, en hafi allar f sér svo marga af 
stærri factorunum, sem heila tala kvótans ákvarðar og svo eíns 
marga af hinum minni factorum, sero afgangur deilingarinnar 
— sundraður með heilu tölunni, ef þarf, ákveður. Dæmi : 
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^o — qZ^ o' . a^. a\ a^. a^. a*. a^. a*. a^ . a* . a^. a*. (a). 

f>ar nú 5 er tvisvar innifalið i 13, þá má flokKa þessa factora 
þannig : 

a^ = (a^. a^. a^ a*. a^) (a*. a*. a*. a^. a^) . a*. a^. a*. (^). 
f>etta er sama sem 

o^ = a^. a*. a*. a^ = a .a . a^. a^. a^ = a^.€í^ = a * (y). 

Nú má skipta þessum f í tvo staði og gjöra að ^**^, með því að 
lengja brotið f með heilu tölunni í kvótanum, sem hér er 2, og 
ieggja ofan á hverja einingu í henni, þannig: 

l^ = a.a .a^^. a^^ = (a.á^^)(a . a^^^) = a*^ . a^^ = 

. a^^* . a^T* = (a^^V. -•• (S). 

Hér má af (a) sjá, að summa exponentanna er ^f , og þess 

vegnajafntbáðum raegin við jafnaðarmerklð (53). Eptir (P) sést, 

að 5 af þessum jöfnu factorum a* liggja í stærðinni a, og þess 

vegna er hver factor 5ta rótin af a, samber (224), eða sem hinir 

5 

gðmlu kölluðu surdesoHdróiinsL af a, og sem teiknast \/a. Veldið 

13 S 

á^ er því sama sem (\/a)^^. Hér af sést þá aptur, að nefn- 
ari veldisvísisins er rótarvísir, ef hann er heii tala (rótarvísirinn). 
Eða með öðrum orðum : Flytja má nefnara veldisvísisins f rótar- 
merkisklofann, eða eptir (233, *) 

^ q 

a^ = ýaP .-.. (s). 

Vilji eg draga 13du rót út af a*^', þá er hún a^, semsést af (a). 
Hana fæ eg af veldisvísinum með því að deila honum með 13, 
og það gjörist með tvennu móti (98)': annaðhvort með því, að deila 
teljara \eliisexponentsins með 13; kemnr a^, eins ogáaðvera; 
ellegar með því, að láta teljara veldisvísisins halða sér, en marg- 
falda nefnarann með 13; þetta viljum vér að eins kunngjðra 
þannig : 



13 613 



(?), 
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eptir því seia ^^lega var sagt, að tieftiarí veldisvfsisins si rótar- 

vísir (e). I>etta er nú sama sem á^ og það aptur sama sem \/a. 
I>ar nú 

þá sjáum vér, að má stytta veldisvfsi og rótarvfsi hvorn mót ððr- 
um með sameiginlegum mœli^ eins og brot. Hér er þá 



11 

^8 



ya^ = Ya ••.•(«•)• 

Deilir rótarvisisins er því deilir teljarans f veldisvfsinum, ef stœrð- 

in á að halda sér. það er að skilja: hér verður að deila f*ótar- 

vfsinum 5 . 13 með 13, og teljaranum f ^ eða veldisvísinum 

með 13, en hvorttveggja er hér kunngjört, en ekki framkvœmt. 

s 

Er þá auðséð, að úr þessu verður \/a, þvi jf f rótarvfsinum er 
= 41 f veldisvfsinum. Látum vér nú *jV* f rótarmerkinu halda 
sér, en undanfellum að deila f veldisvfsinum og skrifum 

»-112. 

ya^^ ••••(t), 

þá heldur stærðin sér ekki, heldur potenserast með vfsinum 13 

og verður Ya^^ = a*, eins og f (a). f>essi slærð haggast 
ekkí, þó vér tðkum burt 13 úr rótarvisisins teljara og 13 úr 
veldisvfsinum, þannig: 

ya = a^ •••• (x), 

þar stytta má veldisvfsi og rótarvfsi- hvorn mót öðrum með sam- 
eiginlegum mæli eins og brot (t)). Hér sj&um vér þá: að um- 
snúa má veldísvfsi og gjöra að rótarvisi; einnig urosnúa rótar- 
vísi og gjöra að veldisvísi. Ellegar : að teljari rótarvfsis er nefn- 
ari veldisvísis, undir eíns og nefnari rótarvísis er teljari veldis- 
visis. f>elta má styttra sanna þannig: 



(a^)^^ = a eptir(130), þá a^ =>^a 
2,7),þá Va=Va; 

6 

þar af ya= a*. 



5 A TT 

(Ya)^^ = a eptir (232, y), þá Va= Va; 
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Hér era að söqhu exponentamir i tðlum, en þeir geta eioníg 
yerið bóksta&r, þannig: 



0)^ = 


m 
a, eptir (130), þá a^ 


n 
m 

= V« 


(í \ ■ 

1 m Im 

VVa/ = i 


n 

I, eptir (232, y); þá \/a 
n 


n 
m 

= v«, 




m 

þar af \/a 


m 
= a°. 


t»es8i ððnnuD máttí 


og vera enn styttri, og 


hafa einungis setn- 


ingarnar, sem hér eru vinstra megin, þannig: 




(a^F 


== a epUr (130); 




Í-Y 

1 m Im 
\Va/ - 


= a eptir (232, y); 




n 
m 
hAfifi vAírna \//x = 


m 


.... A\ 



Yið þessa setningu er samt nokkuð aðgæzluvert, ef a er ekki 
positif stærð, sem síðar mun sagt verða* 

234. Nú viljum vðr gjöra oss nokkuð Ijósara sumt af því, 
er vér bugleiddum í (233). f>að er þá fyrst: Ðæmið i (233, a) 
viljum vér gjðra að fuUkomnu lalnadæmi, og láta a vera = 32« 

1 6 6 

I>á er 5ta rótin þar af a^ = ýa = \/32 == 2, því 2 . 2 . 2 
. 2 . 2 = 32. I>á er 

32^^ = 2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2-2 = 8192 •••• (a) 

32^1 = 32 . 32 . 2 . 2 . 2 = 1024 . 8 fW 

= 32« . 2» = 32^J = 1024 . 32^ , (y) 

= (32^ií)2 = (32^)2 ...• (8). 

Með margföldum hætti má flokka, færa og sundra þessa gjor- 

endur. Svo er einnig eptir (233, X) 

n 
!1 m 

a^ =Va 

32^ = V32. 
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m 



En bvernig nota megt \/a höfum vér enn nú ekki umtalað. 
I>að má með tvennum hœttí : 1, draga ntn rótina út af a (hún 

/ n 

±- — m 

cr a^) og heQa hana upp í mta veldl; kemur a** = Ya, einí 
og gjört var í (233, a), og það var hér langt hægra, vegna þess 
svo stóð á tölunum; 2, að heQa a, sem hér er 32, upp í mta 
veldi, það er hér upp í 13^» veldí, og draga þar út af nta rót, 
sem hér er hin 5t* eða surdesolidvóL Eins og nú stytta má 
rótarvfsi og veldisvfsi hvorn mót öðrum, svo má og lengja þá 
(233, 7j, *); þess vegna: 



n 
m n 



ya == ya"^ ..- (pi). 

Rótarvísirinn — er hér margfaldaður, með því að taka burt 
nefnarann m; og veldisvísirinn 1 er margfaldaður með því að 
setja m í staðinn fyrír 1. í talnadæmi voru er 

V32 = V32 

og má lesa y32 á tvo vegu, eins og 32 '^, annaðhvort að draga 
skuli 5ta rót af 32, sem er 2, og hefja hana síðan upp í 13<ia 
veldl, eins og gjört er í (233, a); fæst þá 8192, eins og bér 
(234, a), ellegar heQa 32 upp í 13da veldi, sem er 

32^8 = 36893488147419103232 
og draga hér út af 5ta rótina, sem er 8192, eins og með hinni 
aöferðinni. 

f>ó ekki sé enn búið að sýna, bvemig draga megi út 5ta rót 
(eða neina rót), þá má þó reyna að hefja 8192 upp í 5ta veldl, 
og þá munu menn finna 

8192» = 368934881474I9I03232. 

Eins og margföldun og deiling er hvor annari gagnstæð, svo 
er og velda upphafning og rótarútdráttur gagnstæð; og eins og 
það má vera eptir geðþekkni manns,þegar tala skal bæði marg- 
faldast og deilast, bvorl fyrr er gjört eða síðar, að marg- 
faida eða deila henni ; eins er það ( veldiim og rótum hið sama, 
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bvort fyrr er gjðrt e5a 8i5ar, að heQa tðluna til veldis, eSa útdraga 
rótina af henni. f>etta má sjá á undangangandi formulum og dæmi. 

Af (233, ^) og (234, p) má sjá, að kvaðratið af a margfaldað 

með cubus af á^ gefur sama product sem f (a), nefnilega 1024 

. 8 = 8192. f>etta er sama sem sýnt er 1 y nokkuð f annarí 

mynd. 1 8 er (aio)2 eða (321o)* öldungis sama slærðin, því 

i»_ 13 

það er = (32*-2)2,þYÍ 32 ^ er sama sero 8192, eins og f (a), 
en exponcntarnir ^ . 2 ganga upp hvor á móti öðrum, og pro- 
duct þeirra verður = 1 eptir (130), svo þar úr verður 8192^ = 

8192. Hefði nú heila talan í kvótanum: ^ verið öDDur en 2, 

svo sem e, þá hefði mátt lengja brotið ^ með e, þá befði það 

orðið 7--; mátli svo sundra það f e staði, þá befði komið í bvern 

T-, sem mátti leggja ofan á hverja einingu f beilu tðlu kvótans 
í exponentinum, 

235. Atbugi. í undangangandi tðluliðum seinustu hefi eg ekki 
nolað bókstafl tii sðnnunarinnar, bvað exponentana snertir, og 
beíi með vilja f (233, a) lálið teljara og nefnara veldisvísisins ^ 
vera frumtðlur, til að sýna, að vér værum alls ekkert upp á það 
komnir, að nefnarlnn gangi upp i teljaranum, beldur að sðmu 
reglurnar gildi, bvernig sem & tðlunum stendur, og það sé ó- 
breytanlegt og eilíft lögmál, sem exponentarnir fylgi. f>ví mér 
liggur við að amast við þeirri skoðun og talsbáttum, sem nokkrir 
danskir, þó annars góðirog beiðraðir ritbðfundar á fjórða og fimta 
áratugi þessarar aldar bafa tekið upp á og haldið um stund, að taka 
það tiifelli úlaf fyrir sig, þegar nefnari exponentsins gengurupp 
f teljara bans, og sanna það, að e^rjpon^n^areglan þá gildí, en 
síðan segjast þéir útvíðka bennar gildi til brotinna exponenta, 
þar sem nefnarinn ekki gengur upp i teljaranum, og sanna regl- 
una þá ekki. f>á segja þeir t. d.: Yér útvíðkum bér þaimig 
merkingd veldis, að þar undir skiljiiét eiDDig brol^n veldi, og 
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komum oss saman um (^vedtage*)^ að a^ þýSi ya^j Bergs al- 

mindelige Maihematiky bls. 134. Menn hafa komið sk saman 

um {*man vedtagem)^ að lála formuluna gilda, Ramuss élemen' 

tœr Algebra^ bls. 50. Menn hafa komið sér saman um (»i?«cí- 

n 
taget*)y að Hkingfn \/6 = a, sem vér höfum séð að ekki gildir 

fyrir öll positif og negatif heil og brotin gildi stærðarinnar 6, 

þegar a skal vera eln af hinum hingað til þektu (útsk^rðu) töl- 

um, skuli gilda fyrir öll möguleg, positif og negatif, heil og 

brotin gildi stærðarinnar b, Fallesens Begyndelsesgrunde i den 

rene Mathematik, bls. 170. |>essi orðatiltæki þeirra sýnast mér 

h'ta svo út, eins og raaðurinn haíi nokkurn hlut að skípa og 

skikka í stærðanna eilífu lögmálum. En raunar er það ekkl 

meining þeirra; heldur þykjast þeir mega ráða teiknum sfnum, 

og það játa eg þeir mcgi, svo lengi sem þau ekki fara að Ijúga 

að þeim. þeir hafa tekið þá aðferð, að útvíðka smámsaman 

hugmyndir sínar, t. d. þeir kalla fyrst ekki exponenta, nema þeir 

sé positifir, siðan ekki exponenta, nema þeir sé heilir, og eptir 

þessum útvíðkunum útvíðka þeir stundum án sönnunar gildi for- 

skripta sinna. En svo farast þeim þonnig orð um þetta málefni, 

eins og það sé placita (Vedtœgter), sem eiga að vera theoremata 

(Lœresœtninger)] samber Innganginn í (8, 2, 4). f>að sera eg 

heíi nú hér ura talað, er sama sem í (225) um exponentinn nú\l 

og hina negatifu exponenta, að það er eins og þessir menn ba& 

(eptir þv( sem orðatiltækin hljóða) skoðað lærdóminn um expo^ 

nentinn núll, hina negatifu exponenta, og nú hina brotnu expo^ 

nenta sem mannasetningar (placita, í Inngangínum 8, 2). En hér 

i (229), þar sem talað er um veldanna raðir samlíktar við götur^ 

er hafi tvenn gatnamótin, sýnist mér vera rðksemd fyrir, að þessir 

lærdómar sé æðri en mannasetningar. 

236. Sérhver rót af producti er jofn productinu af sömu 
^ótum factoranna, það er 

n' 
\/i^.... = (\/a)(\/6)(\/c) •••• ♦, 

því (\/aV6Vc.-.)" = (Vaf . (V^)^ . (Vc)'' , 
þvi sérhver factor vinstra megtn við jafnaðarmerkið verður að 
skrífast n sinnum, ef hann á að heQast upp i nta veldi, (53, 1). 
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Eq þessa skript má stytta með þvf aft 8>krifa bverii factor eiQu 
sinni með vísi (53). {>ar af kemurbœgramegin viðjafnaðarmerkið 
(Va) •••• En eptir (232, 7) er þetta sama sem a, þess vegna 

(V«V6\/c •..•)" = (Va)'' (V^)'' (Ycf ..^' =^ abc 
og þar af 

II n n n 

iyaybyc"") = yiabe'-") •••• (a) 

I>að er : nta rótin af producti abc er jöfn proJt/cfmu af ntn. 
rótum factoranna. 

Viðbót. Sé allir factoramir a,b, c, • • • • í (a) jafnir, nefnilega 
a = 6 = c ••••, en væri m að tölu, þá kæmi fram stærðin 

n 

Vo™ og b'kingin 

Va™= (Va)™ ...• (p). 

I>etta er því sama stærðin, sem vér fundum áður í (234, p.) 
og þess vegna er 

n 

Va°^=^ (yar = ya .... (y). 

237. I>essi reikningsforskript (236,*) gefur merkilega reglu 
bæði f talna og bókstafareikníngí til að stytta fyrir sér táknanir 
rótaúldrálta, og er bún í talnareikningi þessi: 

Leysa skal tölurnar upp f frumgjörendur ásamt exponentum 
þeirra (113), dividera svo veldisc^rponcnít sérhvers frumgjöranda 
með rótarvíslnum ; setja frumgjörandann sem factor fyrir fraraan 
rótarmerkið með veldisvísi, sem er = kvótanum ; og eptir (undir) 
rótarmerkið með exponenti = afgangínum. Sé þá fleiri liðlr, 
sem geta fengið sðrau rót fyrir factor, þá má flytja þá Jiði sam- 
an, er hana bafa, loka inn í sviga, og bina sameiginlegu rót 
skrifa fyrir utan svigana eins og sameíginlegan factor. Samber 
(49) skýringuna, og (50). Dæmi: 

1. Y/75 = y 3 . 5« = V^^-o+i. 52-í+o^ 

Hinn fyrri liður exponeníBins er hér product deilis og kvóta, en 
binn siðari cr afgangurinn. Kvótinn og afgangur 1 segja, að 
3 eigi ekki að skrifast vinstra megin við rótarmerkið, því það er 
30 = 1, beldur bægra megin, því það er 3^ = 3. Kvótinn 1 
og afgangurinn við 5 segir, að 5 eígi að skrifast vinstrameg- 
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in, þvf þaS er 5^, en ekki hægra megin, því þar er 5° a= i, 
þess vegna 

Ylb = V3.5« = 5^3. 
Með sama hættier: 



2. V54= V2 . 3» = y^'-o+K S'-i+' = 3V2. 

£nn framar: 



3. VSO + V245 =V2-2.2.2.5 + VS-7-''' 
= V2*.5 + V5.7* 



= V2*-*+''.5«-'>+' +V5*-''+^.7*-*+'' 

= 2V5 + 7V5 

= 4^/5 + lýb = 11V5. 
Sðmuleiöis : 



4. V2l6=V2.2.2.3.3.3=V2''-3'=V2*'*+^.3»-*+* 

= 2.3^2.3 

= eVfi^ 

Sé það bókstafir, sem menn hafa við að sýsla, má bafa sðma 
reglu, svo sem: 



5. V«*** = Ya'-^+K ft»-»+o = abYa. 

ftessu líkt er: 



6. YUa'b = V2 • 2 . 2 . 2a'b = V2*ö»6 

= V2»-»+»a*-»+«6»''»+» 
= 20^26. 



7. V«"*"6«*d»<» = V«^"*+**^"'+*<'^''+'á'*''+^ 



a6Sc«d»V«***c»<'- 



8. Vo*'"+*6P'»+V'"+« = Vo°'"*+'*°'*+*«°'*+' 

m • 

. = o«6VVa'*«^« 
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= ^a6V26 = ^^V2Ö. 

238. EiDS og má eptir (237) flytja factora^ sem eru undir 
rólarmerkiDU, út fyrir það, nieð því að útdraga rót þá, er rótar- 
vísiriDn segir til; svo má og þvert á mót flytja factor^ sem 
steodur fyrir utan rótarmerkið, inn fyrir það, með því að 'poten'' 
sera factorinn eplir þeim vísi, er rótarmerkið hefir. þannig 
verður í fyrsta dæminu (237), ef færa skal 5 inn undir rótar- 
merkið í stærðinni 5\/3, aðkvaðrera 5; kemur y 3.25 = \/75. 
Sömuleiðis í 5** dæminu, ef færa skal a inn fyrir rótarmerkið, 

s s 

'að cuhera a; kemur h\^aa^ = 5\/a*. 

239. Skuli draga rót elnhverja út af almennu brotí, þá 
gjðrist það með þvf, ^ð draga rótina út af teljaranum og rótina 
út af nefnaranum, og skrifa þcer rætur i teljara og nefnara stað, 
nefnilega : 

n n 



VI' 



Vb 

n n 

því í~\ = -í—^ eptir (95, 3), sem er margföldun brots 
með broti. En 

(VW^ 

Stundum verður þéssi aðferð ekki bia auðveldasta, heldar verð- 
ur hægra að margfalda fyrst teljara og nefnara með factorum 
nefnarans, upphöfðumí svo hátt veldi, að hver þeirra fáiínefn- 
aranum sama veldisvísi, sem er = rótarvísirinn, og draga síðan 
út rótina, eins og hir segír, og skrifa rötarmerkið með sínum 
vísi einungis í teljarann, en i nefnara stað factora hins ný]a 
nefnara einungis i tyrst^ veldf, t. d. 
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3 S 3 S 

\ / n_ \ /aV^e \ / aV^c \/aV^e 

y 6? "" V bc^b^e ~ V b^c^ ~ be 

. ^ettia er grttndvallaö á því^ aö gildí brots ekki breytist, þó það 

si lengt. 

240. Sé rótarvísirinn samsctt tala, má draga út rótina fyrír 
hvem Eótarvísis-facíor sér í lagi, svo: 



» • • • ^^ 



því 



Va = V(Va) 

1 
mn — 

ya = a^^ cptir (233, s) 
= a«"» eptir (46) 
= a™ ' " 
= \c^P 

n m 

= vv«. 

Dæmi : V256 = V256 = VV256; 

V256 = 16, því 16. 16 = 256; 
V16 =4, því 4.4 =16; 

þá 4 . 4 . 4 . 4 = 256 og V2*56 = 4. 

241. f>egar rót skal iitdragast af veldi, og rótarvisirinn og 
veldísvfsirinn hafa sameiginlegan mæli, má burtdeila þessum mæli^ 
svo hann hverfl, eða 
np -n 

^ ya°»P = Va^ (a)". 

Hér er p sameiginlegur raælir; samber (233, '^v'd'), og ef rót- 
arvísirinn er gjörður að nefnara veldisvísisinS) kemur brotið — » 
sem má stytla með p, svo — = — . Nú má flylja n aptur í 

n 

rótarmerkisklofann, kemur þá Va™) ^íns og áður er sagt, 

Merk : f (233, 9t) er að sðnnu um þenna sameiginlega mæli 
rótarvisis og veldisvisis talað. En oss þykir ekki formúlan þar 
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svo fullkomin og glögg, sem vér vildum hafa hana. {>ess vegna 
viljum vér bæta verk vor með þessum tölulið. 

Eins og má stytta rótarvísiogveldísvísi hvom á móti og öðrum, 
svo má og lengja þá ; og er þess líka getið (233). En bér út 
af leiðíst aptur mjög áríðandi regla til að gjöra rœtur af,ýmsum 
stigum samnefnðar. Setjum, að þœr vœri 

m p 

Va" og ya^- 

t^essar stærðir má skrifa með brotnum exponentum: 

n_ 1 
a™ og cfi. 

Brot þessi má nú giöra samnefnd — - og-^ , þá verða 

mp ° mp ^ *^ 

stærðirnar 



m — — mp 

ya'' = a"^ = Va"P 

p Ei mp 

Va<l = a"»P = Vö"^ 



(P). 



Skuli nú þessar stærðir margfaldast saman, þá á að leggja 
saman exponentana (53); þá verður 



p . ilLtíía mp 



Va^* . Vö^ = o ""P = Va"P+"^ (y). 
Setjum t. d. a =. 4, m = 1, p = 2, n = 3, g = 5, sem 
skrífast má styttra þannig. 



a, m, p, n, q, 
4, 1, 2, 3, 5, 



þá er 



V48 ^ ý45 ^ 48y46 = 64 . 32 = 2048 
*y 48.2+1.6 ^ y4e+6^ V*" ==V*Í 94304= 2048. 
f>ó ekki sé hér báið að s^na kvaðratrótar útdrátt, þá má þó 

með margföldun reyna að kvaðrera 2048. JJm y og \/ ertal- 
að í (232) seinast. 

Skuli deila þessum stærðum, einni með annariy þá cr. það að 
meatu eins, þannig: 
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i— = ^ = a™ P = a™P "*J? = a *°P = \/a"P~°*« 
P ^ 

Va^ aP 

1 1 



Í^ÍZILP mp 

a ^P \/a™^-«P ••••(8). 

Gangi rótarvísir og veldisvísir, sá eini upp 1 öðrum, þá má 
slytta þannig: 

ya'^'^ = o™ . ••••(©) 

mn m 

V«'' = Va ••••(«• 

Hinfyrri gefur við stytlingu með n V«™ == ^™? sjá (232) sein- 

m m 

ast, og hin síðari sðmuleiðis \^á^ = V^) Þ^l'^ veldisearponení- 
mn 1 skrifast ekki. 

Negatifum rótarvísi við stærðina a má snúa í positifan^ með 
þvf að setja — fyrir a, þannig : 
—n n 

Y a = Y a • • • • ("íq) 

því 

an 



an 
þess vegna . 

f>etta má langtum skemur sanna þannig : 

-n .-1 n n ' ' 

V«--V»--Vi 

roeð því að margfalda bæði r(^rvisian og veldísvfsínn með — 1 
eptir (241, a), þegar p = — 1. 

242. Að útvega ýmsum rótarstærðum sámeiginlegan rótar- 
vísi. Margfalda sérhvern rótacvfsi með producti hinna annara, 

22 



Digitized by 



Google 



338 

og potensera siðao stœröirnar undir rótarmerkjunum með þeini 
vísi, sem Jafn er þessu producli. 

m n vn 

Dæmi: ýaP og \/a^. Hvað áhrœrir\/aP þá er að álíta n 
sem product hinna annara róiavexponenta, þar stærðirnar 

m mn 

eru einungis tvær; þess vegna verður \/aP = \/aP°. Með sama 

n mn 

hœtli veröur \/a^ « \/a^'". fetta grundvallast á (241, a). 

Haíi TÓitiTexponentarnir sameiginlegan factor, þá verður hinn 
sameiginlegi rói^Ttxponent = TÓidiTexponentanna minsta samdeil- 
anda (89). 

4 6 8 

Rólarstærðlrnar sð: \/a, ybb og yb^. 

9)tJ-L 

' 3 4 Minsti samdeilandi 24. 

V«''') V^'^S V^'*'* 

= \/a« Vö*^*, Vb^ : Samber (24 J, a). 

243. Hinum 4 höfuðgreinum addition, subtraction, multi- 
plication og division má beita við rótarstærðir. 

Til að addera eða subtráhera rótarstærðir, verður að addera 
eða subtrahera coefficienta þeirra, og multiplicera hið útkoni- 
anda roeð hinni sameiginlegu rótarstærð. 

Dæmi: 5^^ + 2^/6 = 7Vö. 

Stundum verður að leysa tölurnar undir rótarmerkinu upp f 
gjörendur, til þess að ræturnar verði samkynja, t. d. 



2\/27 — 3V12 = 2\/9.3— 3\/4:3 = 6\/3 — 6V3=0. 

Sé rótarstærðirnar, sem eiga að adderast eða subtraherast, 
ekki samkynja og verða ekki gjörðar það, þá verður ekki annað 
gjört, en kunngjöra atháfnipnar með + og — . 

Skuli margfalda rótarstærðir, er hafa sama rótarvísi,- þá marg- 
faldast stærðirnar undir rótarmerki0n saman, og setjast undir hið 
sameiginlega rótarmerki. Hafi rótarstærðirnar coefficienta fyrir 
framan rótarmerkin, þá margfaldast þeir sama^ út af fyrir sig 
{241,p, Y), t. d. {a + V*)(a-V6) 
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o + V^ 

a — yö 

a^+ ayi> 

— ayb — b 
a^— b. 
Hér cr yb margfaldað meö \/6, það gefur eptir reglunni 
yb^ = 5, því væri það skrifað með veldisvísi, þá vœri það 
bi X bi = b. Ea — kemur fyrir framan, þar + yb x — y b 
eru óiík merki. Hafl rólarstœrðirnar ^mislegan vísi, verður fyrst 
að útvega þeim sameiginlegan vísi, eptir (242). 

Skuli deiia rótarstærðum, þá ef rótarvísirinn er hinn sami í 
deili og deilanda, gildir formulan 

in m 

ViL = \ /£ 

n> V b 

eptir (239, *). En sð rótarvísirinn ekki hinn sami, verður fyrst 
að útvega rótarstærðunum sama rótarvísi, samber (241, S). 

244. Brot, sem hafa rótarstœrð í nefnaranum, geta opt 

ummyndazt í önnur, sem einungis hafa hana í teijaranum. Við 

það verða brotin opt hægri í meðferðinni, t. d. oTTt; marg- 

3V/5 3N/5 
falda með \/5 teljara og nefnara, kemur ^— = -77^-. Hér 

«6.5 lU 

má setja 3 inn undir rótarmerkið, kemur -^t^ = -^q- = 
lÖ-i V45 = VlO-2 . 45 = VtM = V0,45. 

' Hafl brotin þessa mynd: 

a « a > 

eða 



þá má margfalda fyrra brotið í teljara og nefnara með p — VS'j 
en hið síðara með p + Ví> Þ^* ^P^^^ í^^> ^) ^i^omdi þá tvö 
kvaðröt af liðunum p og Vs ^^^ — ^ °^^^^í ' nefnaranum, 
þannig : 

a_ a(p — yq) ap — aVg 

p+yq ~ {p+yq){p—yq) "^ P^— 3 



(a) 



q _ q(p+Vg) _ qp+aVg /av 

^ p-Vi~ {p-yq){p+vq)~y-q ^^^* 

22* 
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Með líkum liætli er 

a ^ a(Vp — Vq) ^ oVp— aVg 

Vp+V« (Vp)'-(V9)» p-q 

a _ q(Vp +Vg) oVp+oVg 
Vp-V? ~ (Vp)'-(V9)' *" p-9 

{>ó að fleiri liðir sé í nefoaranum, þá niá hafa eðmu aðferð 

t, d. ' 

a 

Vn+Vp+Vq 
með því að niargfalda með V^+Vp — Ví- Til þess má nota 
formuluna (a), ef maðiir heflr hana fyrir sér, og selja p í henní 
= Vn+ Vp ^ þessari stærð; kemnr þá 

aVn+aVv — ^VQ 
(Vn+ypl^-g * 
En (Vn+Vp)2 = n+2Vn . Vp+P ^ptir (54, Aj = n+2V^P+P 
= n+p+^Vnp, þá verður nefnarinn n+p — q+^V^Pi Þ^'* Þ^' 
er bezt að lála 2Vnp vera seinast. Brolið verður þá: 

aiVn+Vp—Vq) 

n+p—q+2Vnp. 
Síðan yrkja menn upp á nýjan stofn til að burtrýma 2Vnp úr 
nefnaranum, með því að margfalda teljara og nefnara með 
n+p — q — 2Vnp, og við þelta fer rólarstærðin algjörlega upp í 
teljarann. 

o 

245. V^ ^^ óákvörðuð stœrð, því a^ = 1, og merkir þá 
a aliar tölur ; dragi eg Qtu rót út báðum megin, kemur 

a = Ví ; 



er þá a óákvarðað, eins og áður, og V^ óákvarðað. |>etta má einn- 

ig skoða þannig: 

D i 

O I -r fyr\ 

yi == Vl = 1» = 1 = indeterminato (231, •«). 

Vo = ya r= af^ z= a . Sé qú a > 1, þá er o = 
oo. Sé o < í, þá a°° = (231, y, 8). f^ess vegqa Vo 

O 

annaðhvort oo eða 0; en sé a = l,þá er V<^ = V^ indeter- 
minatum. 

246. Sé rót heillar ^tölu ekki heil tala, þá.er liún ekkí 
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heldur brot, sem með endanlegnm tölam verði framsett. (þannig 

n 

orðar prófessor Ursin þetla theorema). Eða sé \/a ekki heil tala, 
þá er hún ekki ==— , þannig að p og q sé heilar tölur. Vér 

megum gjöra ráð fyrir, að-^ sé óstyltanlegt, því hefði p og q 
sameiginlegan mæli, þá mætti stytta brotið með honum. Afþessu 
leíddi 

a = ?1 

pÍL getur q^ ekki gengið upp i p", þar allir frumgjörendurnir eru 
ósameiginlegir (128), (134), (135). En þrátt fyrir þetta erheimt- 

að, að — sé heiltala, þegar það skal vera == a, sem gefið er 

að sé heil tala. En með einu móti er þetta þó mögulegt, nefni- 
lega ef tölurnar hafa óendanlegan stafafjölda, því þá er horfina 
allur mismunur heilla talna og blandinna og þess vegna all- 
ur mismunur mælingar og mælingarleysis. Elér af leiðir aptur 
að vér ekki getum framsett slíkar rætur nema með ónákvæmum 
brotum eða ónákvæmum tugabrotum ellegar afkubbuðum period^ 
ishum keðjubrotum eða óendanlegum series. Svo má jafnvel að 
orði kveða, að tngabrot með óendanlegum stafafjölda sé nokk- 
urs konar óendanlegar series^ ^6 ekki sé hœgt að sjálögmál þeirra. 
£n það er bót í máli, að menn geta minkað skakkann sem menn 
vilja og ætíð fundið hans takmörk, t. d. 

V5 = 2,2360679774997 + 

skakkar ekki um 1 tíubiliíónasta part. Kvaðratið af þessu brotii 
eins og það er hér, er < 5, en se fyrir seinasta stafinn 7 sett 
8, þá verður kvaðratið > 5. Sama er að segja ura alla stafina 
í þessari blöndnu tölu, sé hann aukinn um 1. 

247. Slærðir, sem etu positifar eða negatifar og getasetzt 
í brotlíkið — , þannig að p og q sé heilar tölur, kallast ratio- 
naJes (fullmældar), af því þær fullmælastaf einingunni eða henn- 
ar pörtum; þær kallast einnig commensurabiles einingunní. þar 
á mót kallast þær stærðir irrationales (ófullmældar), sem ekki 
verða settar í nákvæmt brotlíki. |>essar kallast einnig incom- 
mensuraöiles (ósammœldar einingunni). það er auðsæll, að allar 
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heílar tölur eru rationalarf því þar er g = 1. Hía rationc^a 

1 1 

slærð -^ = p . — mœlist með — , sem er p sinnum innifalið 

i rationolu stærðinni, en 1 = g. — og — er ^ sinnum fólginn 

n í í 

í einingunni. Bæði \/a, þegar a er ekki veldislala nta stigg^ gins 

n 

og \/h\ (246), einnig y b þegaraog6ekki eru veldistölur nta 

stigs, erutrraíionaZarjSvosem y 6 . Séþarámóli a og b veld- 
islölur nta stigs, þá kallast hið óslyttanlega brot - brotinveld- 
istala nta stigs, svo sem f er brotin veldistala annars stigs, því 

Vt = f- 

248. í>ar rót heiliar tölu N = a^^ ekki getur verið endan- 
legt brot (246) útheimtir nákvæmur rótarútdráttur, að þar sð 
önnur heil tala a, sem upphaön til nta veldis 86 = ^^^= á^^ 
eða' að N uppleyst í sfna frumgjörendur se með útiitinu 

N =. a"" = p^^^p^^^^p^^^ •••• samber (130). 
Verður þá nta rótin: 

a = p^pP^jpP^ •••• (a). 

f>að verður því ekkr úldregin nákvæmlega kvaðratrót af öðrum 
positifum heilum tölum en þeim, sem eru í þessari röð: 

P, 22, 3^ 42, 52, 62, 72, 82, 

eða 

1, 4, 9, 16,25,36, 49, 64, (p); 

eru þá kvaðratrætumar þessar 

+ 1, +2, +8, +4, +5, ±6, +7, +8 (y). 

Eins verður ekki útdregin kúbíkrót nákvæmlega af öðrum po- 
sitifum heilum tölum en þeim í þessari röð : 

F, 2», 3», 43, 53, 6», 

eða 

í, 8, 27, 64, 125, 216,. • • (5). 

Kúbíkræturnar eru þá 

1, 2, 3, 4, 5, 6, (e). 

Yfir höfuð verður ekki útdregin ntarót nákvæmlega af öðrum 
positifum heilum tölum en þeim, sem eru í þessari röð: 

1« 2^ 3^ 4" 5" 6" ^ (5); 
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nto rœturnar eru þá, éf n er jofa tala : 

+1 ±2 ±3 ±4 +5 ±6 (7)); 

en sé n oddatala, þá eru þær 

1, 2, 3, 4, 5, 6, (*). 

Ef nefnilega n er jöfn taía, þá eru n^ rælurnar tvær af söma 
tölunnl, samber (y) og (ii), sú eina positif og hin önnur negatif, 
t. d. ef n = 2 rælurnar af 5^^ = 5^ = 25 eru þcssar: 
y25 = + 5, því + 5 X + 5 = + 25 
y25 = — 5, því — 5 X — 5 = + 25. . *^'' 

Sé n = 4, sem einnig er jöfn tala, þá er t. d. 

y 1296 = + 6, því+6x + 6x + 6x + 6 = + 1296) 

y 1296 = — 6, því — 6X — 6X — 6X — 6=+1296J 
í>elta leiðir af (53), þar sem lík merki í muUipUcator og wuZíí- 
pUcandus gefa + í productið, hvort sem þau eru + eða — , 
þess vegna verða kvaðratræturnar tvær : sú eina af tveimur plus^ 
um, og hin önnur af tveimur minmum. En kvaðratíð verður í 
báðum tilfellunum positift, og exponent kvaðratsins er 2, sem er 
jöfn tala = n. f 3ja veldi er exponentinn n = 3, þar eru því 
3 factorar. Hinir fyrslu tveir gefa +, hvort sem rótin hefir 
yerlb positif eivL negatif. fegar nú þella positifa product á aptur 
að margfaldast með rótinni, þá koma þar lík merki, ef rólin he6r 
haft+, enólík merki, ef hún hefir haft — ; hið þriðja veldi fær 
þvi ætíð sama merki sem rótin; þar af leiðir aptur, að rótin hefir 
sama merki sem vcldið. Rólin verður þar því ekki nema ein; 
samber (s) og (ð'). 

Yfir höfuð, þegar exponentinn n er jöfn tala = 2m, þar sem 
m er heil tala, verður, þegar rótin er negatif: 

(— a:)2™= a;2m Q^y^ 

þar á móti, þegar n er oddatala = 2m+l, verður 

2in 

Af þessu leiðir, að \/a hefir tvöfalt gildi, það er að skilja, 
að rœturnar eru tvær (verulegar), hin eina með merkinu +, og 
hin önnur með merkinu — , hin positifa potenserast þannig : 

(+a?)^ni^ ^2m (^,^ 

en hin negatifa, eins og áður er sagt í (\)j svo að þegar a cða 



Digitized by 



Google 



344 

veldið er positift, heflr Tótin + x bœð! po$itifa og negatifa 
merkingu, þegar exponentinn er = 2m; en að tðlunni eru þær 
þó jafnar, nefnilega báðar = x. T. d. \/l = + 1, samber (y), 
það er yi = + 1 og — 1 ; \/4 = + ?, það er + 2 og 

— 2, samber (y); sömuleiðis \/16 = + 2, samber (?) og (tj), 
því (+ 2)^ = (+ 2)* = (+ 2)2«^= (+ 2)2-2 -^ _^ |g e5a 2 
.2,2.2 = +16og — 2. — 2 = + 4og + 4. — 2 = 

— 8; og — 8.— 2 =+ 16, svo V16 er bæði + 2 og — 
2, eða + 2, samber (yj). þar á móti verður: 

2m + l 

\/a (?) 

ekki nema ein (veruleg), og það annaðbvort positif eða negatif, 

eptir því hvort a er positif eða negatif. Hingað til hðfum vér að 

eins h'tið skoðað það tilfeUi, þegar a er negatift, því vér höfum 

að eins sagt um 3J& veidi, að rótin fengi þar sama merki sem 

S 3 

veldið, eins og (\k) synir, t. d. \/l = +l,\/ — 1= — 1, 

yi25 = + 5, samber (s), og \/—í2S = — 5, þvf — 5 . — 

5 . — 5 = — 125; \/— 32 = — 2. Slíkar stærðir, sem 
hafa verulegt tölugildi með + eða— merki, kaliast reales (veru- 

2m 

legar). |>ar á móti geta \/a, þegar a er negatif, ómögulega 
ákvarðast með einni tölu, vegna þess engin tala verður upphafin 
í 2mta veldi, þannig að útkomi negatif tala. f>essar stærðir, ef 
stærðir skal kalla, sem ekki eru realar, kallast imaginariœ (í- 

myndaðar), t. d. \/ — 1. fví það er ómögulegt að finna þá 
tölu, sem kvaðreruð gefi — 1. Ovaða tala sem tekin er og 
kvaðreruð, hvort sem hún er positif eða negatif, þá gefur hún 
+ eptir (X). En sé hún 0, þá kemur í kvaðratið, og sé hún 

m 

00, þá kemur oo^ = 00 í kvaðratið. Eptir (232, y) er (V^^ 
= h, þess vegna 
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(V-l)* = - 1 ' •••• (0), 

(V-1) X (V-1) = - 1 ••••«, 



vegna þess — og — fyrir framan \/ eni lík merki og gefa þv( 
+, sem læliir — merkið í (tu) halda sér; verðiir því kvaðratið 
eins og í (tc) = — 1. f>ar á móti, ef margfaldað er saman 

y^ X -V-l = + 1 ••••(cr), 

þá er + og — fyrir framan \/ ólík merki, og gefa — , og þetta 
— snýr við merkinu í — 1 í (tc), svo það verður +1. 

249. Athugagrein. í tilliti lil (o) og (tu) í (248) kynni ein- 
hver hugsa, að kynni vera 

lV-1)' = +1 
eplir reglunni (243) til að margfalda rótarstærðir, þar svo segir: 
að margfalda skuii saman stærðirnar undir rótarmerkinu, og setja 
J)ær síðan undir hið sameigiulega rótarmerki. f>á kynni einhver 
fara svo að: 

(V_i)« = (V_i) . (V-i) = V+T, 

þar — margfaldað meö — gefur + (53). En þessi efasemd 
hverfur þannig: þegar nú skal aptur samkvæmt rótarmerkinu 
útdraga rótina af + 1, þá eru þar tvær kvaðratrætur, hin eina 
með + og hin önnur með — , eptir (248, y); kemur þá til 
skoðunar, hverja þeirra skuli taka. Taki eg +, þá er 

V + 1 = + 1 (248, Y); 

þá ætti að vera 

(V-i)^ = V^- V^= + i; 

kvaðratrólin af þessu væri þá: 

V-' = y+í 

V+1 = ± l (248, y); 

þá V— t = + 1. 

Ætli nú að kvaðrera þetta aptiir, þá yrði með því að varpa 
burt rótarmerkiDU vinstra megin, og er sú burtvörpun kvaðrering, 
en kvaðrera hægra megin með margföldun 

- 1 = + 1, 
sem er ósannlegt (absurdum). Hín positifa rót getur hér þvi 
ekki staðizt. Vér tökum þá hina negatifu; þá er 
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' + 1=-1 ..••(248,7), 

og þá er kvaðratið: 

Að þetta sé rétt, sést á sjáifri spurningunni : Hvert er kvað- 
ratið af kvaðratrótinni af — 1? því svarið iiggur í sjálfri spurn- 
ingunni, líkt og í þessari spurningu: Hver var faðir hans Ja- 
fets Nóasonar? 

250. Vér Löfumséð, að (V— ^)* =—1- Veldin afV— í 
eru þá þessi: 
(y_l)o == + 1. Sjá (121), (225, 2). 

(V_i)t = yzi; 

(V-i)* = - 1. _ 

(y_i)8 = _ y~[^ því- 1 . v-i = _ y_i. 

(V-l)* == + ^því (V-l)* . (V-í)' =_^í . - 1 ==+ 1. 

(y_i)5 == y_i, því+_u y-i^y-i. 

(V-l)» = -1, því (-V-0 (-'v^) = + 1 . -1 = - 1. 

í>essi veldi má og eptir venjuiegum hætti flnna með því að 
margfaida hvert næstundanganganda með y~i, og koma þau 
þá aptur og aptur hiu sömu án afláts i fjórliðuðum umferðum 
teljum vér umferðirnar með m, og látum röð þeirra byrja á 0, 
þannig : 

[(y-i)o = (y_i/'"+ö = + 1 (yr 



(y_i)t = (y- 



-1)*°'+^ = + 1 



g (V-D* = (^-1)*""+^ == + 1 



l(y_l)3 = (y^i)*'"^^ = _ 



((V-i)* = (V-l)""+" = - 1 



V-i = V~i (V- 



1 = 



1 (V- 



V~i=-V^i(V- 



-1 =- + 1 



(V- 



7 l (V-')' = iV-if^+' = + 1 . y-i = y-i (y-i 

s j íV-i)" = (V-')*'"^' = V~i . y^ = -1 (V^i 

((V-D' = (y-i)*'"^' = -1 . y-i y-i. ' 

I>aDnig er endalaust áframhaldið með exponentctna og veldin, 
þegar m = 2, 3, 4, 5 — 
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Til að Onna m, mi deila exponentinum með 4, heila talan ( 
kvötanum segir m, leifarnar verða þá 0, 1, 2, 3, og þetia upp 
aptur og aptur. Sé þá leifln jöfn tala, eða 2, þá er veldið 
verulegt (reaH), nefnilega + 1 við 0, og — 1 við 2. Sé leifm 
öjöfn tala 1 eða 3, þá er veldið ímyndað eða stærðarímynd (íma- 
ö^ínarí), nefnilega +\/~i við 1, en — V~i við3. fessa reglii 
er gott að hugfesta, t. a. m.: Hvernig er lOda veldið eða 
(y~i)io? Svar 4 í 10 er ^svar, og 2 afgangs; þess vegna 



251. Eining sú, sem ímynduðu stœrðirnar telja, er y — 1, 
og þó að þœr komi fyrir í annari mynd, má umskapa þær svo, 
að \/— 1 verði factor þeirra; þá verður sú stærð, sem \/ — 1 
er margfölduð með, að coefficient stærðarinnar y — 1, t. d. 
Y^ — a er =\/+ a. — 1 = ya \/ — 1 . Hér er ya real stærð 
og coefficient imaginœrœ stærðarínnar y — 1. fessi coefficient 

er þá tala sú, sem teiur, hvað opt teiiin er ímyndaða einingin y — 1. 
í þessum skilningi má kalla ímynduðu stærðirnar stærðir og töl- 

ur, sem telja y — 1, sem sjálft er alls engin tala, heldur for- 
mula, sem krefur tölu, sem alls ekki er til, neroa í veröld ímynd- 
ananna. þess vegna eruímynduðu stærðirnar fyrr og síðarkall- 
aðar imaginariu, og mótsettar hinum reölu eða verulegu. I- 
mynduðu stærðirnar hafa einnig opt verið kallaðar ómögulegar 
stærðir, þó menn nú á dögum amist við því nafni. þegar þær 
framkoma í reikningum, tákna þær tilveruleysi stærða, eins og í 
boglínufræðinni má finna ótöluleg dæmi til ; en þegar menn sjálfir 
innfæra þær í reikningsforskriptir, geta menn látið þær vinna 
upp hver aðra, að ekki verði annað eptir, en verulegar stærðir 
eins og í trigonometriœ, |>ær hverfa einnig með því að verða 
realar, þegar þær koma upp í 2»^, 4^», 6ta . . •> veldi, eins og í (250) 
er sýnt. Af þessu eðli þeirra eru þær mjög hentugar til að um- 
mynda formulur með, og setja óendanlegar series í endanlega 
mynd. f>ær eru nokkurs konar snildarbragð reikningsmeistaranna. 

252. Skýring. |>að tilveruleysi stærða, er ímynduðu slærð- 
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irnar táktla í boglínufræðinni, eröðruyisi en tiWeruleyBÍ það, sem 
núUið táknar. Núllíð er útgangspunktur eða upphaf stærðarinn- 
ar og þaðan vex hún annaðhvort í posiHft eða negatif thort £n 
fmyndaða stærðin er gjörsamleg neitiin alirar stærðarinnar, svo 
hún má hvorki vera positif, núli, né negatify og heldur ekl^i oo, 
því co er hin önnur samganga milli positifs og negatifs, í bog- 
iinufræðinni (sem stundum kallast geometria anafytica, og stund- 
um geometria sublimior og anafysis infinitorvm) taka menn sér 
beina línu, lagða helzt í gegnum boglínuna miðja, sem þá kall- 
ast ás {axis) einnig abscissu'Undi, í þessari línu taka menn sér 
fastan pnnkt, og mœla út frá honum, t. a. m. bæði til hægri og 
vinstri sjálfviijugan spotta eða spöl, er beitir abscissa^ og tákna 
hann optast með x. Upp eða niður frá aöcís«w-endanum mæla 
menn helzt þverbeint aðra línu ósjálFráða upp eða niður, þangað 
sem boglínupunkturinn er, kallast sú lína ordinata og táknast 
með y, ef punkturinn er fyrir ofan, en — y, ef hann er fyrir neð- 
an abscissu-ás^inn, eða réttara sagt, y getur orðið stundum posí- 
tift og stundum negatíft, Nú hafa menn formulu, sera kallast 
líking boglínunnar, þcirrar sem um er að ræða, svo sem : 

y = ± Va'-x^ 
er líking hringsins, og þar í a hálfi þvermælír, er þar x reikn- 
að frá miðju. fmyndum oss nú, að x sé positift mælt til hægri, 
en negatift til vinstri. Setjum nú, að a væri = 10, og ein- 
hverjum skyldi þóknast að vita, hvað stór þessa hrings hálfa breidd 
væri, þar sem er a; = 5 ; þá reiknnm vér út y eptir formulunni 
og látum vera a: = 5, þannig: 



= + V 100— 25 

= ±Vu 

y = + 8,66. 
Hringspunkturinn fyrir ofan ásinn er þá + 8, 66 og annar 
fyrir neðan ásinn == — 8, 66 að reikna frá ásnum. Eins eru 
aðrir tveir vinstra megin við miðjuna, þar sem x = — 5, því 
(— 5)2 == + 25, sem dregið frá 100 gefur 75, og y = + 8, 
66 rétt eins og hægra megin var. Látum oss nú flnna ordinöt" 
una, þar sem er ar = 10, þá er: 
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2/ = ± 0. 
f>elta y = + táknar, að báðir hringpiinktarnir liggi í ásn- 
iim, og eins er vinstra megin. Núllið vísar þannig á vissan 
punkt. Nú viljnm vér finna hálfbreidd hringsins, þar sem x — 
+ 15; þá reikna eg eins út y fyrir + 15, þá er: 
y == + VTo^HH 2 
= + V^ÖO — 225 
= + -V^M25. 



Hér er þá komin ímynduð stærð t/ = + y — 125, = + 

Vl2o.— 1 = + VÍ25". V— "l = ± 11,18V— ^ sem seg- 
ir, að hringurinn hafi þar alls enga ordinötu eða hálfbreidd. 
Hér sjáum vér þá glögglega mismuninn á núllsins stærðarneitun 
og ímynduðu stærðarinnar slærðarneitun. Núllið vísar á vissaa 
punkt og segir, að boglínupunkturinn liggi í ásnum, en ímynd- 
aða stærðin segir bann sé hvergi. Hér er nefnílega komið út 
fyrir hringinn. 

Með öldungís sama hætti er sporbaugsins {ellipsis) líking, 

En b er þar hinn hálfi minni ás, eða hálfbreidd í gegnum 
miðjuna, en a er hinn hálfi lengrl ás. f)essu líkt er með fieyg- 
bogann (parabola). Sjá Vrsins stjörnufræði útlagða af JónasL 
Hallgrímssyní, bls. 94, og Fischers eðlisfræði útlagða af síra 
Magnúsi Grímssyni, bls. 45, 46. Paraöoíu-Iíking er: 

y = + Yp^> 

þegar abscissurnar x eru mældar frá hvirflinum og p er para' 
meter eða fleygbogans breidd í gegnum brennipunktinn. Hvenær 
sem X er tekið negatift, þá verður y imaginœrt og neitar allri 
breidd og núllinu líka. Farabola hefir tvo óendanlega kjálka. 
Enn ÐÚ merkilegri er hyperbola 

y = ± — \/í«?'— «^ 

ellegar sú, sem er einfaldari, hin jafnbliða hyperbola 
y ^ ± Yx^-a^ 
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þar sem 6 = a. Hún er fyrir það merkilegri, að imaginœm 
stœrðimar slíla hana í sundur í Ivent, því frá a: = 4il x\ = a 
verða allar ordinöturnar imaginariœ, og það alt eins vinstra meg- 
in sem hœgra megin, því x = — a kvaðrerað gefur + a^, 
svo að 

2/= ±Va'-a^ 
--= ± 0, 
og bogh'nan verður þar í ásnum, eins og hægra megin. þar á 
móti, ef tekið er x > a, hvort sem er hægra megin eða vinstra 
megÍD, þá verða ordinöturnar realar, svo boglínan fær 4 óend- 
anlega kjálka, 2 til hægri og 2 til vinstri, með sundí á milli frá 
a? = — a til 0? = + a, þar sem ordinöturnar eru únyndaðar. 
En í sjáifum þessum takmörkum x = — a og a: = + a eru 
ordinöturnar = 0, og liggja þar tveir hvirflar hyperbolunnar, er 
horfa hvor mót öðrum, en beina línan milli þeirra heitir hyper^ 
bolunnar stærrí ás, og eru á honum engar ordinötur, eins og 
áður er sagt. Enn nú merkilegri eru þóboglínur þær, sem eíga 
sér fráskilin egg, eða eggmyndaða bauga (eggbaugur, Oval á 
dönsku, þýzku og frakknesku) og fráskilda depla, þegar eggbaug- 
urinn verður að punkti. Eggbaug heSr t. a. m.: 
y = + \ Aix—b){x+c) 

og fráskilinn depil 

y = + X 



a 

Eggbaugurinn liggurmilli x = — c og x = í fyrri líking- 
unni ; fráskildí depillinn liggur i x = O^ i síðari líkíngunni. Hér 
visar X = b i hvirfil boglínunnar í báðum, en c er lengd egg- 
baugsins, sem er = í seinni líkingunni- Sjá Ramus, Analy- 
tisk Oeometri, bls. 107. Ellegar Bourguet, Traités élémentaires 
de calcul differentiel et de calcul integraL 1 dcild, bls. 223. I 
þessum bókum eru myndírnar uppdregnar. 

253. f>ó að ímynduðu stÍBrðirnar sé algjðrðar neitanir stærða 
eins og vér höfum séð í (252) sannað af boglínufræðinni, þá 
mega menn þó ekki balda, að dygð þeirra sé einungís þar í inni- 
falín. f)ær líkjast i stærðafræðinni loptsiglingunní í eðlisfræðinní, 
þvi hugurinn getur á hinu imaginœra Ippt'skija eins og bafið sig 
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upp frá fastrí jðrðu, síglt fram og aptur í tilveruleysisiDS ginn- 
ungagapí og horOð svo til jarðarinnar japtur, þegar bann vill, og 
á þann jarðfasta klett, sem honum þóknast. Uppá þetla skul- 
um vér nú nú strax sjá dæmi. Af því sem vér höfum séð að 
undanförnu, hafa flestar tölur veruiegar rætur, sumar rationalar 
sumar irrationáíar. Oinar positifu hafa 2 rætur af jöfnum stig- 
uni, aðra positifa, aðra negatifa; hinar negatifu hafa eina rót 
með sama merki sem veldið (248, X, [j., v). En níi fáum vérað 
sjá, að rætur hverrar tölu eru alls miklu fleiri, því þær eru œtíð 
eins margar sem einingarnar í rótarvísinum, og það eru imagi-- 
nœru ræturnar, sem við bætast. 

Vér viljum fyrst gefa nokkur sýnishorn rólanna af 1, þá er 
fyrsta rótin af 1 einungis ein, nefnilega 

ýi = 1. 

Önnur rótin af 1 eru tvœr, nefnilega : 

VI = ± n 

þvf + 1 X + 1 = + 1 og — 1 X — 1 = + t. 

I>riðju rœturnar af 1 eru þrjár, nefnilega ein reöl, því (+ 1)® 
== 1; (ekki ( — 1)', því það er = — 1), og tvær ímyndaðar, 

nefnilega: 

-l+V-3 
2 

Aö i — 1+V— 3 I = ij sgst þannig: Tökum fyrst teljarann 

og cuberum h ann, svo: 

— 1 + V— ^ '■<5'''>- W 

— 1 + V— ^ 'ötin. (p) 



(Y) 

kvaSrat hennar. 
rótin. 

— 1 + 2 V^ + S (8) 

+ V— ^ + 2.3 — 3 V-^ (s) 

— 1 + SV— 3 +(1+2)3 — i)/-r-^, cubui rótarinnar (?) 



1 — 


V-3 
V-3 


— 3 


1 — 

-1 + 


2V-3 
V-3 


— 3 
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sama sem 



— 1 + SV— 3 + 9 — SV— 3 (Y)). 

Hér gengur upp + 3\/— 3 móti — 3\/— 3, þá er eptir 
-1+9 = 8; 
þessir 8 eru cubus teljarans. Eins er 8 cubus nefnarans, því 2^ 
= 8, þess vegna cubus brotsins = f = 1. j>ar með er þá 
sýnt, að ofanskrifað brot er þriðja rót af 1. 

Merk: fegar \/~3 á að margfaldast með sjálfu sér í (a) og 
(P), þá kemur — 3 í (y); samber (249). fessir — 3 verða að 
+ 3 í (5), vegna þess þar er margfaldað með — 1. í (s) kem- 
nr + 2 . 3 af margfölduninni — 2Y~3 með +\/Z3, því fyrst 
margfaldast coc/jpcíeníorm> — 2 X +1 = — 2; síðan ræturn- 
ar \/~3 X V--^) Þ^'* ^^ kemur productið = — 3 eptir (249); 
I>ess vegna : — 2 X — 3 = + 2 . 3 (= 6), ellegar, þegar á 
eptir skal samanleggja, er betra að skrifa 2.3. í (g) sést sam- 
lagningin 1.3 + 2.3 = 3.3 = 9. 

Með sama hætti á og að hefja hina ímynduðu rótina 

2 

upp í þriðja veldi. En nú viljum vér breyta lil, og taka ekkl 
teljarann sér og nefnarann sér, eins og í fyrra sinni, heldur báða 
í einu lagi, þannig: 

- i - i V~3 

- i - i V~3 



i + i V-3 
+ i V-3 


-i 


. 3 


i + i V~3 
- i - i V-8 


-l 




- i - i V-3 


+ i 
+ i- 


3 + f V-3 



- * - f V~3 + « + f V-a = I = 1. 

f>annig höfum vér þá séð, að báðar ímynduðu ræturnar potenr 
seraðar gefa veidið =1. 

Fjórðu rœturnar af 1 eru Qórar, tvær verulegar + 1 og — 1, 
og tvær írayndaðar: + V-i) svo að 
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(+ 1)* = VI = + 1 
(+ i)i = - yi = - 1 
(+ D^ = + V-i 

(+ 1)* = - V-i. 

MenD bafa tekið sér þá reglu eða komið sðr saman um, að 
lita binn brotna \é\áisexponetit tákna allar rœtamar, en rótar- 
merkið skuli tákna einungis reala positifa rót. Reynum nú í- 
mynduðu 4^^« ræturnar: 



+ V-i 


- V-i 




+ V-1 


- V-i 




+ —1 kvaðrat. 


+ -1 


kvaðrat. 


V-t 


- V-1 




— V~i þriðjaveldi. 


V-i 


þriðja veldi. 


V-i 


- V-1 





— — 1== + 1 íjóröaveldi. — — 1 = + 1 Ijórða veldi. 

Bér þykist eg bafa fundið samlíkingu minni stað, nefnilega að 
sigla i tiiveruleysis ginnungagapi með því að potensera ímyndaða 
stærð, og koma niður á jarðfastan klett, eininguna. 

254. Vér viljum einnig gefa nokkur s^^nishorn rótanna af 
— 1. 
í>á er 

yzi = _, 

v=r = -i 

og ^ i 4 V-3 ^^^ **«' ræturnar. 
Hvað reölu þriðju rótina snertir, þá er 

— 1 . — 1 . — 1 = —1. 
Nú er að prófa hinar imaginœru: 

i ± i V=3 

i + 4 V~3 

l + i V~3 
±iV-3-í-3 

i ± i V^ — I kvaðratið. 

23 
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þetta má nú samandraga þannig: 

+ i V-3 -J 

^ ± ^ V-8 f<5''° ^^^ rœturnar. 
+ 1 V-3 - i 

+í • -3 Tl V~3 

I.riðja veldi = — ^ — J = — í = — 1. 
Fjóröu netumar af — I eru ^iirar, en engin reö!, heldur all- 
ar ímyndaðar. Tvær af þeim eru 

Vé ± V~i. 

I>etta má eptir (237) skrifa þannig : 



Vi ± ViV-i 
Vi ± V4V-1 


em er kvaðrat 
Qórða veldið, 

mar era 




á ± 4 V-i 

± i V-i - 4 




i± V-i - i 

= ± V-l, 8« 

THú þarf eliki. annað til að finna 
kvaðratið; kemur þá —1. 
Hinar aðrar tvœr ímynduðn rœtui 

- V4 ± ViV-i 

- V4 ± V4V-1 

i + 4 V-i 
+ ^ V-i - 


beggja. 

en að kvaðrera 



i + V-i — ^ =±\/-i, kvaðraliö, 
og þegar það er kvaðrerað, kemur einníg — 1. 

Höfuðreglan um þessar mðrgu rætur verður hér ekki framselt. 
£n þeir sem numið hafa trigonometriu, geta lesið Ramiaar 
Algebra og Functionslœre, bls. 145. 

255. í undangangandi töluliðum (253) (254) er einungis 
talað um ræturnar af + 1 og — 1. En þegar raenn vita þœr, 
er hægt að ðnna imaginœru ræturnar af ðllum tðlum, hvort sem 
þær eru positifar eða negatifar. ^ó útheimtist einnig, að menn 
kunni að útdraga eina reala rót af tölunni (hvað ekki heflr enn 
nú hér kent verið nema með tilraunum). Setjum nú, að talan, 
sem imaginœru ræturnar eiga að dragast út af, sé a, og aðai- 

n 

rót hennar {radix principalis) sé \/a, þá er 
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þá er auðséð, að allar ntu ræturnar af a fást með þvi að 
margfalda aðalrótiaa af a með öllum nta rótuoumaf 1. Sömu- 
leiðís er. 

n n n n 

V-a= v^T3r= v-V-í. 

seni segir, að nto rœturaar af — a fáist með því að niargfalda 
aðalrótina af a með öllum nta rótuoum af — 1. jþanDíg er þi 
yfir hðfuð. 

1 n i 

(± o)" = Va (± 1)" . 

256. Dmtai : 
Að finna 4%» rœturnar af 625 og — 625; þœr eru: 

(+ 625)i == ^/625 (+l)i = 5 . + 1 = 5 

(+ 625)1 = V625(+ 1)1 = 5 . — 1 = — 5 

(+ 626)1 = V625 (+ l)i = 5 . + y~i = 5 V3i = V^s 

(+ 625)1 = V625(+ l)i=5. — V~l= — 5V~i=— V^. 

Að 5 er 4%« rót af 625, sést af 5 . 5 . 5 . 5 = 625. 

Að — 6 er 41« rót af 625, sést af — 5 . — 5 = + 25 og 
25* = 625, sem er quadraium quadrati eða bíkvaðrat af — 5. 

Að 5V~i er 4** rót af 626, sést af (5V=I)* = 25 . — l 
= — 25, og (— 25)* = + 625. 

Að — 5V~i 8é 4íi» rót af 625, sést af (— 6V~i)' == 25 . 
— 1 = — 25 og (— 25)* = + 626. 

Sama er að segja um V-ás og — V— 2*) Þ'' kvaðratið af 
hvorutveggju er — 25, og kvaðratið þar af er + 625. 

Enn framar: 

(_626)1=V625(-1)1= 5(V4+V4V-i)= 5Vi+5ViV-i 

(_625)i=V625(-l)l= 5(V4-V4V-i)= 5Vé— 5V4V~i 

(-626)i=V625(-l)J=5(-Vi+ViV-t)=-5V4+6VéV-l 

(— 625)1=V625(— l)l=6(-Vi— VáV~i)=-5Ví— ^ViV^i- 
Til að reyna, hvort þessar hér settu rstur eraréttar 4%arstur 

23* 
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af — 625, verður að kvaðrera hverja þeirra tvisvar. Tökiim fyrst 
byi + bYi V~i, og kvaðrerum hana eptir(54, ^), og setjum 
a =^ Sy^, og 6 =; by^ V~i, þá verður 
«2 + 2a6 + 6« = 25 . } + 2 . 5 Vi . 5 Vi V~i + 25 . ^ . — 1 

= 25.é +50.Í .y—i — 25 . t 

= +25V/~i. 

þegar þetta 25V~i ©r aptur kvaðrerað, kemur — 625. Sömu- 
leiðis má kvaðrera byi — byi y^i eptir (54, C), þannig: 
a^ — 2ab + fc2 = 25 . i — 2 . 5Vi . 5Vi y~i — 25 . i . 1 

= — 50 . j . y—i 

= — 25V~i. 

fegar þetta — 25 V^i er aptur kvaðrerað, kemur — 625. 
Vér getum nii, ef viljum, kvaðrerað næsturót með margföldun, 
þannig: 

— byi + 5Vi V~i 

— 5VJ^ '+ 5V^ v~ i 

25 . i — 25 . i y—i 
— 25.1 yzri — 25 . í . 1 

25 .i — 2.25.iV^i — 25 . i 
^ — 25V~i, 
þetta aptur kvaðrerað gefur — 625. 

Sé nú farið eins með seinustu rótina — 5V1 — ^V^V--h 
þá verður kvaðratið == +25V~i, og bíkvaðratið = — 625. 

257. I>að er kallað hking (œquatio), þegar sama slærð er 
sett eða ákvörðuð báðum megin við jafnaðarmerkið. (Eh um 
líkingar áformum vér aðlala síðar í líkingarfræðinni). En afþví, 
sem vér höfum sagt um hinar ýmislegu íælur sömu slærða, þá 
leiðir það, að stundum kunna að vera mismörg verð {valor; 
valores, þegar fleiri eru) hægra megin og vinstxa við jafnaðar- 
merkið, t. d. 

m 

a = yb. 

Vinstra megin hefir þessi líking 1 verð eða gildi a, en hægra 

megin hefir hún tvö verð, ef m er jöfn lala, en eilt, ef m er 

oddatala. En sð fmynduðu ræturnar taldar með, þá skrífa menn 

h'kinguna heldur þannig: 

i_ 

a = 6°^ • 
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Eru þá m ræturnar eða verðin hægra mfegin. ^ess háttar Kkingar 
rneð roismörgnm verðum vinstra og hægra megín kallast ófuliar 
líkingar {Œquationes incompletœ), svo sem 

a = V6, 
því vinstra megin er eitt gildi, en hægra megín eru tvö gildi, 
positift og negatift; og þar aö auki eru hægramegin tvöímynd- 
tið gtldi. j^essa ófullu líkingu má lesa þannig eða skilja: a er 

eitt af hinum 4 verðum, sem liggja í \/6. I>ar á móli heifa 
þær fullar líkíngar (œquationes completœ), sem hafa jafnmörg 
verð báðum megin við jafnaðarmerkið, svo sem: 

iVby = 6, 
sem má þannig lesa: Sérhver 4íarót af b, hafln upp í 4í>aveldi, 
gefur b. Hér er ekki nerfia eitt gildi báðum megin, því þó byrj- 
að sé á ýmislegum rótum stærðarinnar b, þá koma allar leið- 
irnar saman í stærðinni b. 

258. Að útdraga kvaðralrót nf geflnni tölu. 

Eptir margföldimartöflunni (45, 2) gela menn fljótt sSð, milli 
hverra heilla talna kvaðratræturnar af tölunum alt til hundraðs 
líggja, ellegar eplir þessari töflu: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, kvaðratról, 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 8!, 100, kvaðrat. 

Hér eru ræturnar í efri h'nunni, en kvaðrötin f hinnineðri. Af 
henni má einnig sjá, að hin fyrsta kvaðratrót, sem ritast með 
tveimur stöfum, er 10, og að hennar kvaðrat er hln fyrsta þrí- 
slafaða tala = 100. Hér af leiðir þá, að sérhverttvístafaðkvað- 
rat hefír einstafaða rót. Hafí menn stærra kvaðrat, svo sem þrjá 
eða Qóra stafí, má skera aptan af tölunni með stryki tvo stafí; 
kemur þá einingastafur í rótina úr afskornum stöfum kvaðratsins 
hægra megin, en tugastafur rótarinnar úr stöfunum þar fyrir 
framan. Hafí kvaðratið fleiri stað en 4, má skera aðra tvo stafí 
aptan af þvi, og yfír höfuð má skera kvaðratið f stuðla frá hægri 
hendí til vinstri, með tveimur stðfum f hverjum, verður þá f 
seinasta stuðli vinstra megin annöðhvort tveir eða 1 stafur, þannig: 



kemur þá í rótina stafur ár hverjum stuðli, þvi eins og 
102 = 1|00 2 sluðlar og 2 rótarslafir, 
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svo er ÍOO^ = ]|00|00 3 stuðlar og 3 rótarstafir, 
1000« = lÍooÍoOiOO 4 stuðlar og 4 rótarstafir. 

I>ar má því ætíð fá fyrsta staf rótarinnar út af stuðlinum, sem 
er næstur vinstri hendi eptir áðurskrífaðri iðflu, því annaðhvort 
stendur stuðuliinn nákvæmlega i töQunniy og er þá rót hans hinn 
fyrsti stafur hinnar eptirleituðu rótar, ellegar, ef fyrsti stuðull 
stendur ekki i töflunní, þá á að taka hið nœstmínna kvaðrat, sem 
sjlendur í töflunni, og er þá rót þess hinn fyrsti stafur hinnar 
eptirleituðu rótar. Evaðratíð af þessum staf skal dragast frá fyrsta 
stuðli, og hinn næsti stuðuU færast niður til afgangsins. Dæmi upp 
á regliína um hinn fyrsta rótarstaf skal vera talan 4096 ; skerum 
vér hana sundur í stuðla og sjáum, að rótin verður tvístöfuð, 
þannig : 



V40 



96 == 6. 
00 



4 96. 

Fyrsti stuðull er hér 40, hið næstminna kvaðrat í töflunni er 
36, og kvaðratrót þess er 6, þvf 6 sinnum 6 er 36 {en það eru 
raunar hér 36 hundruð, og má skrifa núllin, ef vill, en það má 
líka sleppa þeim, en undirskilja þó). M er bersýnilegt, hvers 
vegna annar stuðull 96 á að færast niður til afgangsins, sem er 
4. Nú vantar oss síðara staf rótarinnar, og set eg þvf punkt 
aptan við hinn fundna rótarstaf 4, af þvf eg vil engan staf setja 
þar, meðan eg veit ekki, hver hann er, einingastafurínn rótar- 
innar. En hann liggur þó í afganginum 496, og á að finnast út 
úr honum. 

259. Framhald. Hvemig hinn annar rótarstafur verði fund- 
inn. Aðferðina til þess kennir oss kvaðrat binomii 

(a+b)^ = a^+2ab+b^ ••••(54, A). 

Yér vitum eða fmyndum oss, að rólin sé tvístöfuð eða hafi í 
sðr tugi og einingar. a eru tugir rótarinnar, en b einingarnar. 
Yér höfum f undanganganda dæmi fundið tugastafinn eða tugina, 
og vitum, að a = 60; er þá eptir að finna einingastafinn. I>ar 
nú í kvaðrati binomii á^+2ab+b^ fyrsti liðurinn a* er ekki f 
bókstöfunum blandaður roeð b, þá er hann f þessu dæmi al- 
kunnugur orðinn, þá má skera þann lið frá a*+2a6+6«, þannig: 
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\/a^\+2ab+b^ = a+ 
a^ 

+2ab+b\ 

Hér er þá eins tangt komið í bókstafadæmí þessu, nefnilega : 
tugímir a eru kvadreraðir og dregnir frá binú gefna kvaðrati ; er 
þá eptir 2ab + b^ = 496. Nú er hœgt að flnna 2a, þar vér 
\itum a, eða hinn fundna tugastaf rótarinnar, það á því að tvö- 
falda hinn fundna rótarstaf, þá fœst tala, er skal deila 2ab með, 

til að fá &, þvf Y~ = ^* Þ^nnig fœst iíbókstafareikningnum. 

Eins má fara að í tölunum, þó með þeirri varúð að taka stund- 
uin ekki binn fulla kvóta, þó beil tala sé, þvf kvaðratið af ein- 
ingastafnum b, nefnílega b^, kann að hafa tugi, sem þá blaupa 
saman við 2ab, sem eru tugir. í tainadæmi voru tvöföldum vér 
þá6; kemur 12, sem er divisorinn; með honum deilast 49 tugir, 
en vér skiljum eptir einingastaðnn 6; koma nú 4 { kvóta, sem 
er einingastafur rótarinnar. þessi nf\ rótarstafur verður að próf- 
ast, með því að margfalda deilínn með bonum, skrifa productið 
undir deih'nn. En framar skal kvaðrera binn nýfundna einínga- 
staf rótarinnar og skrifa einingastaf kvaðratsins undir einingastaf 
afgangsins, sem f talnadæminu bér er 6, leggja svo saman 2ab 
og 6« = 2 . 60 . 4 + 4« = 480 + 4* = 496. Verði þetta 
nýja 2ab + b^ i tðlunum jafnt binu fyrra, sem framkom við frá- 
dragninguna, er rótin nákvæmlega útdregin. Verði hið nýja 2ab 
+ b^ of stórt til að dragast frá hinu fyrra, þá verður að minka 
kvótann b, þangað tii frádregið verður, en ekki lengur. Form 
reikningsins verður þá svona: 

Rótin. 
\/a^\+2ab+b^ = a + 6 



+2ab+b^ 
deilir ••••(2a) 

leggsaman { ^^2 

2ab+b^ 



0. 
Eptír þessu formi á nú að þræða f tölunum: 
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36 







496 


2a 


== 


(12). 


2ab 


:= 


48. : 


b* 


= 


16 : 

496 



Deílir = 2 . 60 == 120. 
= 2 . 60 . 4 = 480. 
= 4» 



0. 
I>ar 2o6+6* = (2a+b)b, þá má stytta þeBna reiknrng með 
þvf að slirifa kvótann b aptan við deilinn 2a, og margfalda sfð- 
an þetta 2a-\-b með 6, þannig: 

Va«|+2a6 +6« = a + b 

o« 

— 2o6+6« 

2a +b, deilir + kvðtl, 
206+6« 



0. 
Og alt eins í tölunum 



V40|96 =• 64 
36 



496 
2o+6 = 124 
(2a+6)6 = 496 



0. 
þetta getum vér einnig borið saman við kvaðreringu, þannig: 
60 + 4 
60 + 4 

3600 + 240 

240+16 



3600 + 480+16. 
Dœmi upp á f>að, þegar ekkí má taka hiim befla kvóta fnllao, 
er þetta : 
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\/3|24 = 18 Hér cr 2 í 22 11 sinniira; en það er ælíð 

1 víst, að kvótinn má aldrei vera > 9. En 

224 hér er ekki nóg meö það, því ef eg lek 9 

28 fyrir 6, þá verður 2a,+ 6 = 29, og það 

224 margfaldað með 0, gefur 261, sem er>224. 

57" En það tekst að láta b vera 8. Menn verða 

þannig í þessu stundum að reyna nokkuð 

undan sér. 

260. þegar stafirnir í kvaðratinu eru fleiri en svo, að þéir 
fylli tvo stuðla, þá gildir sama bókstafaforskript, þvi þá má skoða 
töluna fyrst svo, eins og seinasti stuðullinn næst hægri hendí 
væri enginn, t. d. 

2107|36 = 207 hundruð + 36, 

þvi þegar biiið er að flnna \/207 , þá verður sú rót nýtt a, 
þegar stuðullinn 36 síðan kemur til skoðunar, þannig: 

aj> 

ab 



\/2|07|36 = 144 rótin. 

^ * * I Hér er 

107 .. = 107 hundruð. > a = 10 

2a+6 = 24 . . = (2 . 10 4- 4) hundruð. \ h = \. 
(2a+ft)6 = 96 . . =96 hundruð. 



1136, 



Hér er 



2a+6 = 284 = (2 . 140 + 4) einingar. l ^ ^ i^q 
(2a+6)6 = 1136 einingar. (5 = 4 

0. 
þetta berum vér nú saman við kvaðreringuna 

140 + 4 

140 + 4 



19600 + 560 
560 + 16 



19600 + 1120+ 16 = 10000 + 9600 + 1136. 
Addendi hægra megin við jafnaðarmerkið eru hér hinir sömu, 
sem Bubtrahendi í rótarútdrættinum, og summan af addendis er 
20736. 

Sama er aðferðin, hvað margir stuðlar sem í kvaðratinu verða. 
f>egar nýr stuðull færist niður til leifanna, þá verða allir hinir 
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fengnu rótarstaflr n:^tt a, en liinn nœsti eptirleitaðí rófarstarur 
hið n^íja b, 
Nú viljum vðr flana kvaðratrótína af 54007801. 

= 7349 



V54 
49 


007801 


500 .. .. 
2a+6 = 143.. .. 
(20+6J6 = 429.. .. 

7178 .. 

2a+6 = 1464.. 

(2a+6j6 = 5856 . . 




132201 

14689 

132201 



a h 

= 2.70 + 3 

a b 
2.730 + 4 

a b 
2.7340 + 9 

0." 

261. þegar draga skal kvaðratrót útaf tugabroU eðabland- 
inni tölu, sem tugabrot er við, þá skal skera hana í stuðla, 
þannig að 2 stafír sé f hverjum stuðh', en fyrsta skurðarstrykið 
skalsetja þar sem komman er, halda svo stuðlaskurðinum áfram 
í heilu tölunni til vinstri handar, en í brotinu til hægri. þá 
kann að verða 1 stafur f stuðlinum næst vinstri hendí, en verði 
1 stafur í stuðli næst bægri hendi, þá skal fylla þann stuðul 
með núlli ; byrja sfðan rótarútdráttinn vinstra megin , eins og 
áður er sýnt. 
Dæmi: Finnum kvaðratrótina af 
456,789, 
þá gjðrist það svo : 





y4|56,|78|90| = 21,372 


a« 


=s 


4 
56 


2a + 6 


= 


41 


(2a + b)b 


^- 


41 

1578 


2a + 6 




423 


(2a +'b)b 


— ^ 


1269 
30990 


2a + 6 


= 


4267 


(2a + b)b 


^ 


29869 
1121,00 


2a + 6 


= 


42742 


(2o + b)b\ 


= 


85484 



26616. 
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Hðr varð afgangur af gefau tðlunni, og var hann 1121; við 

hann bætti eg einum stuðli =: 00, til að geta fundið rótina ná- 

kvæmari; en svo varð afgangur aptur «= 26616. Hvað lengi 

sem haldið vœri áfram, Itœmi hér afgangur, því \/4567890 cr 

irrational, og þess vegnabrotið \/456,7890. 

Prófa má reiiininginn, þannig: 
21,372 
21,372 

42744 

149604 . 

64116.. 

21372... 

42744.... 



456762384 

26616 Afgangurinn legst við. 
456,789000. 
Reikningurinn er rMtur og rótin rétt i þremur deeimölum^ 
sem fengnir eru. því ef rótin væri 21373 = 21372 + 1, þá 
væri kvaðrat þessa binomii 

21372« + 2 . 21372 , 1 + 1« = 456762384 + 42744 + 1. 
Eða það, sem bættist við 456762384, yrði 

42745, 
sem er meira en afgangurinn, sem vér hðfðum, og hið nýja 
kvaðrat yrði 

456805129, 
sem er um 16129 of stórt, því 
456805129 
456789000 

16129. 



262. Hvenær sem afgangur verður, þegar rót er dregin út 
af heilli lölu, þa er rólin irrational eða ófullmæld (247). Vér 
viljum hér ílnna með rótarútdrætti ófullmæidu stærðina \/5, sem 
vér nefhdum (246). 
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V5 = 2,23606 
o« = 4 







100 


2a+b 




42 


{2a+b)b 


- 


84 
1600 


2a+b 


= 


443 


(2a+b)b 


=2 


1329 
27100 


2a+b 


= 


4466 


{2a+b)b 





26796 
30400 


iia+b) 


= 


44720 
3040000 


2a+b 


= 


447206 


{2a+b)b 


= 


2683236 



356764. 

Hér var deilir 2a = 4472 > deilandi 3040; Itomþá núll í rót- 
ina, varð þá (2a+b)b = 0, svo að minuendus 30400 kom ó- 
skertur niður. 

Hina fundnu rót má og prófa með leifapróQ (150), því það er 
eins og að prófa 

223606 X 223606 + 856764, 
sem á að congruera með 

50000000000. 
fessi viðbættu 10 núll koma af þeim 5 stuölum, sem viðbœttlr voru. 

Ef vér notum elleftarprófið, þá er 

11 )223606 þá 22306 = 9 (mod. 11) 
20327 9 . 9 = 81 

3^33, 356764 = 1 (mod. 11) 

11 )356764 82 = 5 (mod. 11). 

3 2433 Sömuleiðís er: 

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 50000000000 = 5 (mod. 1 1). 

11 )50000000000 

4545454545. 
Hér höfum vér vinstra megin fundið residua með þvf að deila 
með 11, þvf sú deiling er auðveld. 
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263. Að iildraga Mbíkvói af geðnni lölu. 

Aöferðin er mjög lík kvaðratrótar útdrætti, en hér ræður cubus 
binomii a + 6, nefnilega 

(a + bf = a^ + ia^b + Zab^ + b^. 
Samber (54, B). . 

Hin fyrsta tvístafaða tala 10 hefir 4stafaðan cubus 1000, og 
þ^ir til svara hinir 4 liðir í a^ + ia^b + 3 aft^ + ö^, svo að 
b^ verða einingarnar, ^aö^ tugirnir, 3a*6 hundruðin, a^ þúsundin, 
þegar rótin er tvístöfuð. Tugastafur rótarinnar fæst óblandaður 
lU af a^; þess vegna má skera þann lið frá hinum með slryki; 
verður svo 'kúbikvdX.QX útdrátturinn þannig : 



\/«^l + Sa^ft + 3a62 + ö^ = a + 6 



+ Za'b + Zab^ + 6» 

deilir = (3a2) 

Za^ 

+ Zab^ 



+ b^ 



. 2a^6 + Zab^ + 6^ 

0. 
Eptír þessu á nú að þræða í tölunum, skera fyrst töluna i 
stuðla frá hægri hendí til.vinstrí með þremur stöfum í hverjum, 
draga svo MbiMWuíi út af stuðli þeim, sem er næstur vinstri 
hendi, hún verður a; hún skrifast í rótina, Mberast síðan og 
dregst frá hinni gefnu tölu; færist svo niður til afgangsins hinn 
annar stuðull. Deilirinn 3a^ myndast af a, og með honum deil- 
ist Za^b; kemur 6; síðan er áframhaldið, eins og formið sýnir. 
Vér viljum draga fewöifcrótina af 405224. 
ab 

Með tilraunum verður nú að flnna 

kiibikTÓiinai af 405. Reyni eg 8, þá 
er 8.8 = 64, og 8 . 64 = 512, 
sem er > 405, þá 7 . 7 = 49, og 
7 . 49 = 343j sem ekki er of stórt. 
Skrifa 7 í rótina, og a verður = 70. 
Cubus af 7 = 343 dregst frá 405, 
verður 62 afgangur, færist þá niður 
0. næsti stuðuU 224. Síðan myndast 



y405|224 


==74 


o8 = 343... 




62224 




3a« = (147) 




3o«6 = 588.. 




Zab* = 336. 




68 = 64 




62224 
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deilir Sa^, með því að segja 7 . 7 = 49 og 3 . 49 = 147. 
Deilirinn verður 147 og lokast f sviga. Nú deilist f|f = 4 og 
h er þá 4. Með 6 = 4 margfaldast 147: kemur 588, sem eru 
hundruð, o: 58800 (punktarnir tákna tvö núll). far næst reiknast 
3aft2 = 37,4,4^ 33g^ sem eru tugir, nefnilega 3360. 
Loksins reiknast 6» — 4 . 4 . 4 == 64, sem eru einingar. Nú 
legst saman 58800 + 3360 + 64 = 62224, sem dregst frá 
62224; verður ekkert eptir. 

264. Dæmi upp á 3 stuðla. 



V52|7341375 = 


375 


«8 = 


27 

25734 




3a* = 


(27).. 


þegar hér skal með deilinum 


3o«6 = 


189.. 


27 deila 257, má eklií taka 


Zab^ = 


441. 


heiiu töiu kvótaus fuila, sem er 


6« = 


343 


9, því þá verða sérframkvæmin 




23653 


3o«6 = 243.. 




2081375 


og 3a6« = 729. 


3o« = 


(4107). . 


og summan 3159. sem er >> 


3o*6 = 


20535 . . 


2573. Evótinn má bér ekki 


3afc« = 


2775 . 


heldurvera 8, þvl þáverðasér- 


6» = 


125 


framkvœmin 




2081375 


3o«6 = 216.. 



0. 



2736. sem einníg 
er >2573. 

Hér verður því að reyna á undan sér meira en í kvaðratrótar 
útdrætti. Við síðari deilínn 4107 þarf hér ekki slíkar affellingar. 
Enda fara þær venjulega heidur minkandi i sama rótarútdrættí, 
vegna þess að sérframkvæmin síðari verða h'til á móti hinum 
fyrri. 

265. Dæmi upp á rótarútdrátt af tugabroti. 
þess er getið við- kvaðratrót (261), að stuðlaafmörkunin byrji 
við kommuna og gangi til hægri. Nú viijum \hr draga út ftii6í%- 
rót af 0,00001728. 
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V'o.io 


001( 


)17|28 
8 




9280 


5a« 


= 


(12).. 


Za^b 


= 


60.. 


Zab* 


= 


160. 


b' 




125 
7625 
1655000 


3a« 


= 


(1875).. 


3a«6 


= 


13125.. 


3a6« 


= 


3675. 


6» 


^ 


343 
1349593 



0, 0257 



Afgangur 305407. 
Til að prófa þessa t6í 0,0257 má cubera hana og leggja þar 
við afgangínn 305407. I>ar má sleppa núUunum fyrst um sinn, 
og fara þannig að: 

257 
257 



8 decimalar. 



1799 
1285. 
514.. 
0,00066049" 

25T^ 

462343 
330245. 
132098.. 
0,000016974593 12 decimalar. 

0,000017280000 hið gefna brot. Drag efra frá neðra. 
0,000000305407. Afgangur eins og áður. 
Bvað merkjandi stafina snertir, má einnig prófa þetta með leifa- 
próíi. Vér viljum nú nota þar til 7. 



45 

7)257 


þá 257 = 5 


{mod. 


7). 






36. 












I>etta residuum cuberað 5 


. 5 . 


5 = 125 


= 6 {mod. 


7). 


S 6 






305407 


= 4 (mod. 


7). 


7)125 
17 






10 
10 = 3 {mod. 


7). 
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3 4 2 6 4 

7) 305407 
43629 

7) 17280000 J>á einnig 17280000 = 3 (mod. 7). 

2768571. 
Samber um leifaprófið (150) og athugann þar við. 

266. Að iildraga bikvaðrattói af gefinni lölu. 
I>ar bíkvaðrat hinnar stærstu einstöfuðu tölu 9, sem er 9 . 9 
. 9 . 9 == 6561, er fjórstafað, en bíkvaðrat hinnar fyrstu tví- 
stöfuðu tölu 10, sem er 10000, hefir 5 stafl, þá á nú að iáta 
vera 4 stafi í hverjum stuðli. En formulan fyrir bíkvaðrati bi- 
nomii a + b fœst (meðal annars) með því, að margfalda cubus 
binomii með rótinni a + 6, þannig : 

(a + 6)» = a^ + ZaH + 3aö* + b^ 
a + 6 = a + 5 

a* + Za^b + 3a262+ ab^ 

a^b + 3a262+ Zab^ + 6* 



(a + b)* = a^ + Aa^b + Qa^b^ + Aab^ + bK 
Fyrsti rótarstafur fæst með tilraunum út af fyrsta stuðli eins 

og við livaðrat- og Mbíkróij en deilirinn verður hér 4a^, sem 

gefur livótann 6. 
Dæmi: Vér viljum útdraga fjórðu rót af 4477456. 

\/447|7456 = 46 

, a* = 256 ... . 

1917456 

Aa^ = (256). . . deilir. 

AaH = 1536... 

ea^b^ = 3456 . . 

Aab^ = 3456 . 

6* = 1296 

1917456 



0. 
I>ar rótarvísirinn 4 er samsett tala = 2 . 2, þá má eptlr 
(240,*), flnna bíkvaðratrótina, með því að draga út kvaðratrót út 
af kvaðratrót tölunnar, því hér er 

y'a = Va = \/\/a. 
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p'á má reikna þetta dæmi þannig: 



V4|47|74|56 = 


2116 


V2I|16 


4 




16 


47 




516 


4i 




86 


41 




516 


674 




0. 


421 






421 






25356 






4226 






25356 







= 46 



267. Að útdraga fimtu rót af gefinni tölu. 

Aðferðin er svipuð hinum fyrri, en hér verður að hafa 5 stafi 
í stuðlí hverjum (o: ælíð eins marga sem einingar eru í rótar- 
vísinum). Formulan fyrir b^ veldi binomii fæst (meðal annars) 
með því að margfalda 4"ba veldi þess með (a + 6), og verður 
þessi : 
(a + bf = a^ + ba^b + lOa^ö^ + lOa^ó^ + hab^ + b^. 

Dæmi : Vér viljum draga 5tu rót, sem um var töluð í (234), 
út af tölunni 

36893488147419103232. 
(a + ö) = a^ + (ha^)b + lOa^^^ + XOaH^ + hab^ + b^ 

V36893|48814i74191|03232 = 8192 
a^ = 32768 



deiiir. 





412548814 


ba* = 


(20480). . . . 


5a*6 = 


20480 


lOaSé^ = 


5120... 


íOaH^ = 


640.. 


5a6« = 


40. 


6* = 




209984401. 
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20256441374191 

ba* = (215233605).... deilir. 

ba*b = 1937102445.... 

lOtW = 430467210... 

lOa^ftS = 47829690. . 

bab* = 2657205. 

6» = 59049 



19806301260099 






45014011409203232 


5a* 


= 


(2249601595605).... 


5o*6 


= 


4499203191210 .... 


10a86« 


= 


21974130360... 


10o«6* 


= 


53660880 . . 


5o6* 


= 


65520 . 


6» 


= 


32 




45014011409203232 



deilir. 



0. 

268. Binomialtheoremið {theorema birwmiale) aiment eígnað 
hinum nafnfraega hugvitsmanni Isaac Newton og þess vegna kail- 
að theorema Newtonianum (sumlr eigna það hugvitsmanninum 
Pascal), er formula, er sýnir öll veldi binomii a + b,og hljóðar 
þannig : 

(o+í)" =0" +^a-H+ t^>a-V+ «("->)(»- V «6» 

1 1.2 l./.d 

n(n-1)(n-2)(n~>3 ) n>4., , ^^ 
"^ 1.2.3.4 "^ 

n(n— l)-"(n-~n?+1 l^n~rm^m 
1 .2 •••• m 

I>ar f er, n exponentinn veidisins, sem binomium a-\-b er haflð 

upp í. Stafurinn m er sætistaia iiðarins, sem verið er að á- 

livarða, þannig að - a"^'^ hefirfyrsta sœti, eða m er þar = 1. 

En 8terðirna4, ^^\ "(^-^ f-^' . . . . U\\;^sl binomialcoeffi- 

cientar, Exponentinn við a^ er hinn saml sem við {a+b)^\ síð- 
an fara exponentarnir við a alt af mÍÐÍíandi iið eptir lið. I>ar 
á móti fara exponentarnir við b ait af vaxandi, unz seinasti iið- 
ur verður b^ eða a°6°. Er þá orðið m = n^ svo að n — m 
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= 0, og í öllum liðunura er summa exponentanna við a og 6 
œtíð = n. Liðurinn 

n(n— 1)--(n— m+t) ^„ _ m^m 
1.2 •••• m 
or því ekki einungis seinasti liður, heldur hinn svo kailaði al- 

menni liður (termimis generális), eða liðannaalmennamynd (67). 
í coefficientunum eru factorarnir ætíð jafnroargir í teljaranum, 
sem nefnaranum, t. d. vilji menn íinna 7da veldi binomii a-^-b, 
þá er: 
(a+6)' = «' + í «0, +|;|,»,. + |.6,|^.,3 + j^l^ „3,* 

, 7.6.5.4.3 ,,- , 7.6.5.4.3.2 ^. , 7.6.5.4.3.2.1,. 

+r.T.XTr5^^ +rT.x-4:5:6^^ +^2-1X57677^ 

= a' + la^b + 21^^62+ 35a^63 + SÓa^^^ + ^la^ó^ 
+ lab^ + 67. 
þannig þurfa menn ekki að útreikna hin undangangandi veldi 
af a + 6, heldur raá stökkva strax upp í hversu hátt veldi sera 
menn vilja. 

269. Coefficientana í binomialtheoreminu táknar professor 
Ramus þannig: 

Coefficientinn við fyrsta lið er œtíð 1, sömuleiðis við seinasta 
lið, ef veldisearponcnímn er heil og positif tala, Exponentinn 
(n) i svigunum merkir hér ekki, að coefficientinn A eigi að hefj- 
ast upp í nta veldi, heldur táknar hann exponent þess veldis, 
sem binomium (a+6) það sinn er hafið upp í, og sem þessi 
coefficient á heima í. Neðan til við þessa coefficienta eru ín- 
dexar, sem sýna, hverjum lið þeir heyra. A^ stendur í 2"»» Hð. 
A^^^ táknar coefficientinn við hinn almenna lið. ^JLi ev coeffici- 
entinn við næstseinasta hð, og það af því, að í sérhverju slíku 
veldi binomii a+b eru n liðir eptir hinn fyrsta lið, og þess 
vegna hinn næsti hinum seinasta táknaður með index n — 1. Ept- 
ir þessu verður þá : 



(n)__ n .(«)_ n(?i— í) .(n) __ n(n— l)(n— 2) 

^i — r > ^2 — ~i T*5 -^3 — 



\ ' -^ 1.2''^ 1.2.3 

n— l)(n— 2y---(n— 
1 . 2 . 3 •••• m 



.(n) n(n— 1 )(n— 2^- • • - (n— m+1) 
^ni = —. — H — z — r: . (P)- 



24, 
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Binomialtheoremið skrifasl þá þannig með Ramusar coeffici' 
entum : 

270, Sönnunina fyrir binomialíhetíreminu hafa menn ýmis- 
lcga. Ein er þannig löguð sem hér segir: Hvað bóiistarjna a 
og b snerlir, þá fellur strax í augun, að exponentarnir við a 
fara minkandi, og þeir við b fara vaxandi, það er þá einungis 
lögmál coefficientanna (269, p), sem sanna þarf, Verði það nú 
sannað, að þegar lögmálið (269, P) gildir við eitt veldi, þá verði 
það einnig að gilda við næsta veldí fyrir ofan, verði þetta, segi 
eg, cinungis sannað, þá er líka undir eins sannað, að sama coef- 
pcienta lögmál gildi fyrir öll veldi, og bregðist aldrei. Setning- 
in, sem sannast á, cr þá þessi : £f logmálið gildir fyrir n^ 
veldi, þá gildir það einnig fyrir (n+l)t» veldi. 

Vér liöfum séð bæði af (54, A og B), sömuleiðis af (266) og 
(267), að sérbvert (n+l)ta veldi fæst með því, að margfalda sér- 
hvert nta veldi með binomio ía + ^), eða að reglan er 

(a + 6)"+> = (a + 6)'^(a + b). (a). 

£n þelta aptur verður sama sem 

(a + 6)" a + (a + b)"" b 
eðil (a + 6)° margfaldað fyrst með a, og síðan með 6, og þar 
næst lagt saman. 

Nú rekjum vér í sundur (o + 6)" í endalausa series með ó- 
ákvörðuðum coefficientum og höfum til þess Ramusar coefficienta, 
þannig : 

(a+6)° = a« + A^^V-^b + ^í^a^'V + yl^^^a'^-'V + 

^4^-46* + (P). 

þessa series margföldum vér fyrst með a, keraur 

(a+b^'^a = a^+l + A^ V'6 + 4'V-'b^ + A^'^a^'-^b^ + • • • • (y), 

síðan hina sömu með 6, kemur 

(a + &)"ö = a% + A^;V-^62 + ^^"^a"-V H (5). 

Nú leggjum vér saman hinar margfölduðu raðir, kemur 
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{a + bf(a + 6) = a"+' + [4™] «"6 + 4.^1 a"-^^ + 



[:■] 



^2 



^íl 



Eplir (a) skal þetta product vera sama sem (o + 6)n+i; þess 
vegnaverðum vér í (P) að setja n + Ifyrirw, svo að formuZa sii 
hljóði iipp á (n + l)ta veldi, þannig: 

(a + ft)n+l = a"+l + ^^"+^^«"0 + A^^+^^ari~lf,2 + 

^^"+V-V + ^^+'Ja'^-B^^ + (g). 

Nú föriim vér þá að ákvarða coefficientana í (o + 6)"+^ sem 
hÍDgað til hafa verið ókunnir, og það gjörum vér mcð því að 
jafna saman coefficientunum i (^) og (s), þannig: 

^^-+') = 4") + ^f") 
^^■■+>) = 4") + ^^•') 

og yfir höfuð 

(n+l) __ (n) (n) 

Með orðum sagt: 

Sérhver (mtj) coefficient i sérhverju veldi er eins og sama sætis 
coefficient í næsta lægra veldi að viðlögðum coefficientinum, sem 
þar er næst fyrir framan. 

271. Athugasemdir. jþó sönnun vor sé ekkí enn til lykta 
leidd, þá látum vér standa svona um stund, til að skýra nokkur 
atriði í henni. 

1. Ramusar coefficientar (269, of^ y) sj^na ekki binomialcoef- 
ficientana, eins og þeir eru í (269, p), heidur notum vér þá fyrst 
ura sinn sem óákvarðaða og öidungis ókenda coefficienta, þangað 
til vér höfum sannað, að 

,(n) n(n— 1) 

^2 = 



1 . 2 

(n) _ n( n — l)(n— 2 ) 
1.2.3 



^u.; _ "^; 'J^-*-^-/ 0. s. frv. 
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2. Eptir samlagningarregliinum (21) mátti ekki leggja saman 
raðirnar y og ð í (270) eins og þær slóðu, heldur varð að skrifa 
liðinn a"6 f rððinni 8 undir liðinn Af^á"b i röðinni y, þannig: 

a% 



aðsummanls yrði (yl\ +í)a"6 

því eptir (21) má ekki leggja coefficienta saman nema bókstafir 
og þeirra exponentar sé hinir sömu. Eins er með hina aðra 
liði í þessum series. 

3. Að setningin -q í (270) standi heima, sést af þessum fyrstu 
&momeaZveldum : 

{a+b)^ = a^ + ob =^ í 
(a+b) = a + b 
. (a+6)2 = a^ + 2ab + b^ 

(a+b)^ = a^ + ZaH + Zab^ + b^ 
(a+b)^ = a* + Aa^b + Qa^b^ + Aab'^ + b\ 
í 4í)a veldi t. d. er 

^(j^)= 4 = 3 + 1, 
nefnilega 3 við a^b, og 1 við a^ i 3Ja veldi. 
a(^^= 6 = 3 + 3 
^í'= 4=1+3 
^^^)= 1=0+1 

A^^)= = + 0. 
Eins má bera 3.1» veldi saman við 2»^ veldi, þannig: 
A^p= 3 = 2+1 



l(^) = 

2 

^lfl^ 1=0+1 



A^^l= 3=1+2 



A<^^)= = + 0. 
Eins má bera 2»% veldi saman við lts>þanDig: 
A^^)= 2=1 + 1 
4^)= 1=0+1 

A^^)= a = + 0. 
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Eins má bera It* veldi saman við 0'-'^. 

A<;>= 1 = + 1 

Ay>= = + o! 

272. Nú förum vér eiginlega að sanna það, að ef (269, p) 
gildir fyrir eitthvert tiltekið veldi, svo sem hið nta , þá gildir (269, þ) 
einnig fyrir næsta veldi þar fyrir ofan, nefnilega fyrir (n+l)^* 
veldi; því eptir (270, i]) höfum vér 



(269, ?), 



^í'+'' = A<"' + 1 




en gefið er A^"^ = - 




1.4 a\"+'> =-?-■+ I. 




Gjör samnefnt T "*" T 


n+I 
1 


þa Ai-r- =— — . 





Sömuleiðis höfum vér eptir (270, ij) 

4+'^ = 4"* + ^í^ 

= f^ + ^ epUr (269, P), 

- * n(n— 1) , n . 2 

gjör samnefnt = ^ ^ + py-^ * 

Hinn sameiginlegi fac^or n í þessum addendia skal útilokast 

með [], en hinir ósameiginlegu factorar (n— 1) og 2skulu setj- 

ast fyrir innan 

_ n[(n— 1) + 2] 

1 . 2 
^ n [n —1+2] 
^" 1.2 

^ n[n + 1] 
1.2* 
Setjum stærra factorinn vinstra megin í teljaranum 



.(n+l'^ (n+l)n 



'2 - 1.2 
Nú komum vér til þriðja liðar 
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.1Í,"+'U il'j'í + ^Sj"^ eptlr (270, 11), 

n(n— l)(n— 2) , n(n— 1) 
= 1.2.3 +-i-T2-ept>r(269,p), 

gjörum samnefnt, með því að margfalda síðara liðinn í teljara og 
nefnara með 3 

(n+l) _ n{n—í){n—2) n(n—]) . 3 

^^ 1.2.3 "^ 1.2.3 • 

Hinir sameiginlegu factorar n(n— 1) útilokast, en hinir ósam- 
eiginiegu (n — 2) og 3 setjast fyrir innan [ ] til að adderast 
__ n(n-1)[(n~2)+3] 

1.2.3 
_ n(n— t)[n+ 1] 
~ 1.2.3* 
Setjum stærsta factorinn vinstra megin, svo þeir standi eptir 
röð stærða sinna 

^(n+l) ^ (n+l)n(n— 1 ) 
^ 1.2.3* 

Nú viljum vér ákvarða fjórða lið 

AÍ+" _ .4'."' + ^W epllr (270, 11, 

_ »=|í;ri) + *=*=2Iep.,r(269,H. 
gjörum samnefnt 

n(n— l)(n— 2)(n— 3) , n(n— l)(n— 2) . 4 



1.2.3.4 ' 1.2.3.4. 

Útilokum sameiginlegu factorana n(n— l)(n— 2), cn innilokum 
hina ósameiginlegu (n— 3) og 4 

^ n(n--l)(n— 2)[(n-~3)+4] 

1.2.3.4 
__ n(n— l)(n— 2)[n+l] 
~" 1.2.3.4 
(n+i) _ (n+l)n(n-~l)(n--2 ) . 
^ "" 1.2.3.4. 

Loksins tökum vér coefficientinn við hinn almenna lið 

<+'' = a':' + A':li (270, ^) 

^,., ^ n(n-l)....(n-m+l) ^^68) 



(n) n{n — 1)* * ' '(n — m+2) 

1 . 2 •••• (m— 1) " 



^m-l — 
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J>ar (m — l)<i liðiir gengiir næsl undan wita lið, þá á seinasti 
factor í teljara (m — l)ta liðar (n— m+2) að vera 1"» meiri en 
seinasti factorinn í leljara mta liðar, sem er (n — m+l) cða 
(n— m+l) + 1 = (n--m+2). 
Vér táknum þá samlagningdna þannig: 

(n+l) n(n— 1) (n — m+1) n(n — 1 ) (n — m+2) 

"* — 1 . 2.--- m "^ 1.2..-. m— l 

Gjörum samnefnt með því að margfalda seinnl coefficientinn í 
teljara og nefnara með m 

n{n — 1)«"*(^ — m+1) n{n — l)»»*'(n — m+2)m 
1.2 •••• m 1.2 •••• (m — Ij.m 

IJÍtilokum nú sameiginlegu factorana n{n — 1) (n — m+2) iir [ ), 

en innilokum hina ósameiginlegu (n — m+í) og m; kemur 
n{n — !).••• (n — m+2)[n — m+ 1 ) + m] 
1.2 •••• m 
__ njn— !)•>•- (n— m+2)[n+ 1 ] 
1.2 •••• m 
Röðum loksins factorunum eptir stærð þeirra, verður 
(n+i) __ (n+ 1 )n(n— 1 ) (n-— m+2) 

"^ TT^ rr:^^ m ^* 

Berum nú saman lögmál coefficientanna i nta veldiog (n+l)ta 
veldi samkvæmt (269, p, y). 
Lögmálin í nta veldi eru þessi : 

1. Coeffieientarnir geta skoðazt sem brot, með jafnmörgum 
factorum í teljara og nefnara. 

2. Factorarnir i teljaranum ganga eptir náttúrlegri apturá- 
baktalningu, en í nefnaranum eptir áframtalningu. 

3. Apturábaktalningin byrjar á veldisvísinum n, og endar á 
tölu, sem er (m — 1) minni en hann. Áframtalningin byrjar á 1 
og endar á m. 

Alt þetta á s6r fullkomlega stað í (n+l)ta veldi. Áframtaln- 
ingin byrjar á veldisvísinum (n+1) og endar á (n+l) — (m — 1) 
= (n— m+2). 

Ðæmi. Annað veldl 

(a+6)2 = a2 + 2a6 + 6« 
getum vér^skoðað sem 

2 2 1 

a* + y «6 + j^ aOft^ 
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--' + 4""* + n-2«^' + ri-r^""''- 

tannig hefir þá 3J» veldi sömu eðii sem 2aí> veldi. Með sama 
hætti er þá lília sannað um 4%» og Zi» veldi. 

, (3+1). 3. (3 -1) .3 , (3+1)3 (3-l)(3-2) , ' 
+ 1.2. 3 ~~"^ + 1.2.3.4 ■" '^ 

- "• + í-» + ItI-'" + ^" + ™«"'' 

273. J>egar yeldlseocponent binomisins er heil tala, eins og 
í (268), þá eru og aliir cofficientarnir heilar tölur, þó þeir í 
binomialformulunni sé í brotiíki. þetta leiðir af því lögmáli, 
er þeir myndast eptir hver af öðrum með samlagningu (270, tq), 
eins og sjá má af myndum coefficientanna í hinum lægstu veld- 
um (271, 3). En þetta má h'lsa sanna af factorum coefficient- 
anna (269, P), þannig: . . 
Að fyrsti factorinn y er heil tala, liggur f augum uppi, þegar 

n er heil tala. Að tveir fyrstu factorarnir ^y^ mynda heila 
tölu, er auðsætt af því, að tölurnar n og (n— 1) eru nágranna- 
tölur, svo hin eina verður að vera jöfn, en hin önnur ójöfn, og 
2 í nefnaranum hlýtur því að ganga upp í annarihvorri. Sama 
er að segja um 3 factora: 

n(n— l)(n— 2 ) 
1.2.3 
að 3 hljóta að ganga upp í einhverri af hinum þremur tölum. 

n,(n--l),(n^2), 
sem koma næst hver eptir aðra í hinni eðlilegu talningarröð. 
I>ví einhver þeirra er 

= {mod. 3) 
samber (105). Sama er að segja um hvað marga factora sem 
verða. • 

274. |>egar indexinn m í A^^^ verður stærri en n, þá 
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verðiir A^ = 0, því þá kemst apturábaklalningin í teljaraniim 
Ul nii!l, eða yfir núU. Verður þá á meðal factoranna og 
gjórir product þeirra að núlli, því multipUcator burtnemnr alla 
factorana eptir (53, 2), t. d. ef n = 4, en m = 7, þá verður 

coefficientinn 

(4) ^ 4.3.2.1 .0.—1 . ~2 
r 1 .2.3.4.5.6.7 





1.2.3.4.5.6.7 
= 0. 
Sömuleiðis allir þeir coefficientar, sem á eptir koma. Hinn 
seinasti coefficient verður því 

(4, 4.3.2. í _ 

4 1.2.3.4""*' 

sem er coefficientinn við 6^, og þar með endar series, 

274*. þegar vér lítnm á coefficientana, þá sjáum vér, að 
þeir alt til miðjunnar á veldinu skrifuðu sem polynomium fara 
vaxandi, en síðan fara þeir minkandi, og koma hinir sömu aptur 
í gagnstæðri röð, unz coefficientinn við b^ verður = l,einsog 
hann var við a° . Hinir næstu coefficientarhéLbum megin, nefni- 
lega við a^^^b og ab^"^ verða ætíð = n, eins og veldis- 
vísirinn. |>etta er skiljanlegt af því að a+b = b+a, og þegar 
a-\-b potenserasty verður það eins og þegar b-\-a potenserast, 
nema hvað a og 6 skiptast um, og 6" verður vinstra megin, en 
a" hægra megin. Coefficientarnir koma af additionum sérfram- 
kvæmanna og breytast ekki fyrir það, þó a og 6 hafi sœtaskipti 
og öll veldi þeirra að því skapi. fetta sæist með því að yflr- 
fara margfaldanirnar (54, A, B) (266), en skipta um a og b, Er 
svo coefficientavbim apturábak lesin eins og hún er áfram lesin. 
Skoðum vér t. d. sjötta veldi 

[a+bf = a^ + \a^b + \^^a^b^ + V^"""^" 



^(^) ^í^) ^(«) 

^l ^2 -^3 

6 15 .20 

6.5.4.3 6»5.4 ._3^2 _ 6.5.4.3.2.1 

^ 1 . 2 . 3 . 4^* ^ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 "" 1 , 2 . 3 . 4 . 5 . 6 

^1«) ^(«) m 

15 6 1 
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þegar eoefflcientarnir ern jafuip, þá fylla indexar þeirra veld- 
isvísinn n, og þegar indexarnir fylla veldisvísinn n, þá eru coef- 
ficientarnir jafnir, eða þar er : 

.(n) _ .(n) 

Skoðum fyrst hér í 6*» veldi 

í>að er a'^ ' = a'^). Hér er 1 + 5 = 6; og munum til 
þess, að indexinn í Ttamumr binomialcoefficientum er ætíð hinn 
seinasti factor í nefnaranum (269, þ), eins og terminus generalis 

c,',«-. OA .(«) ö j6) 6.5.4.3.2 ,. 

synir. Hér er A\ ' = — ,eniíV. ' = ■ ^ ,, — -. — ^ogeruher 
* 1 ^ l.2.o.4.d 

sameiginlegir factorar i teljara og nefnara þessir: 2.3.4.5 á- 
fram taldir í nefnaranum, en apturábak taldir í teijaranum. Vér 
getiim því stytt brotið með þeim. Kemur þá 

a(^) = 6 (6). 

þannig er þá^ coefflcientinn við ab^ hægra megin, eins og við 
a^b vinstra megin. þess vegna, eins og hér er summa expon- 
entanna eða veldisvísirinn = 6, svo er og summa indexanna = 6. 

Skoðum nú næstu coefficienta sinn frá hvorri hendi 

4'> = 4^' 

K.A ». 6.5 6.5.4.3 

þar indexarnir sýna seinustu factora nefnaranna. 

Nú með því hiun fyrri coefficient liggur vinstra megin í hinum 
síðara, þá afmörkum vor hann með standstryki i honunfj þ^nnig: 
(«) _ ' 6.5.14.3 . . 

l.2.|3.4 
og skoðum svo báða samskeytta. • Samoiginlegir /acíorar í A-^' 
eru hér 3 og 4, áframtaldir í nefnaranum, en apturábak taldir í 
teijaranum; og þegar stytt er með þeim, verður 

Hér er snmma indexanna = 6, og exponenianna við a og 6 
eða veldisvísirinn =^ C. 
I>essu næst komum vér til miðjnnnar 
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eða 



3 3 

6.5.4 6.5.4 



1.2.3 1.2.3- 

Hér er ekki um tvent að gjöra, heldur eitt, og her eni engir 
sameiginlegir factorar í teljara og nefnara. fannig verður 
miðjan, þegar \e\á\sexponentinn er jöfn tala. 

Nú viljum vér sjá hið almenna samskeytta form hins minna 
indexar m og hins stærra indexar n — m. 

Stærstisam- Minsti 

eiginl. fac' Sameiginl. factorar, sameig- 
tor. inl. fact, 

(n — m) (n — m — 1) (m-j- 1 ) 



Ósameigíniegir factorar 
n(n — 1) •••• (n — m-\-í) 



1 . 2 •••• m (m+\) (m+2) n—m 

Minstisam- Stærsti. 

Ósameiginlegir factorar. eiginl. fac- Sameiginl. factorar. sameig- 

tor. inl. fací. 

Eptir terminm generalis standast á hinir seinustu ósameigin- 
legu factorar (n — m+í) < teljaranum og m ínefnaranum. þess- 
ir eru her nieð standstryki greindir frá hinum sameiginlegu fac^ 
torum hægra megin minkandi og vaxandi á misvíxl. Hinnstærsti 
sameiginleigi factor n — m er einum minni en (n — m+1) í telj- 
aranum. Hinn minsti sameiginlegi factor m+1 er einum meiri 
en m í nefnaranum. Röðin í leljaranum endar h'ka á m+l,en 
í nefnaranum á (n — m), sem er sá index, er fyliir indexinn m 
til að verða = n, en verður þó að vera stærri en m, því ann- 
ars gæti hann ekki staðið hægra megin, þar röðin vex i hægri 
hönd. Index m verður því að takast < ^n, ef hann á að standa 
vinstra megin. 

Berum vér nú saman t. d. 3ja og 8da coefficient l llta yeldi, 

þá er 

11.10.9.18.7.6.5.4 _ (Ti) _ ,1,) 

1 . 2 .3.14.5.6.7.8^ ^^^ '^'^3 -^8 
Berum og saman 4^a og 7<ía coefficient i sama veldí; þá er: 
11.10.9.81.7.6.5 . _ (II) __ (11) 

1 . 2 .3.4|.5.6.7~ ^^«-^4 - ^r 
Nú hinn 5*» og 6*»: 

1.2.3.4.5.6 ^*'^ — 'I5 — ^6 
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Hér falla hinn stærsti og Tninsti sameiginlegi factor saman í 
einn, sem er 6. Nú er komin miðjan, sem er tveir coefficient' 
ar jafnir, eins og vant er, þegar sMx^exponentinn er oddatala. 
Hér í þessum tölullð köllum vér einungis sameiginlega factora 
þá sem nefnast við áframtalníng og apturábaktalninguna í hi- 
nomialcoefficientunum, en ekki þá sem þessir factorar kunna 
aptur að leysast upp í. Fjöldi þessara hér umtöluðu sameigin- 
legu factora er ætíð = n — 2m, þegar m er hinn minni index. f>etta 
má bezt sjá á nefnaranum í hinu almenna formi með því að 
draga minni indexinn frá hinum meira, því þá er (n — m) — m 
= n — 2w. þegar menn vila indexa beggja hinna jöfnu coef^ 
ficientay þá erhægasti mátinn til að finna fjölda hinna sameigin- 
legu factora að draga minna indexinn m frá hinum meira n — m, 
eins og sest á nefnurunum almenna formsins og dæmanna. 

Ef indexar coefficientanna ekki fylla veldisvísinn, þá eru coef" 
ficientarnir ekki jafnir, því þá vantar hina sameíginlegu factora, 
er stytt geti hið lengrabrot, svo þaðverði að hinu styltravinstra 
megin við standstrykið. j>ar verða þá hægra megin við stand- 
strykið annðhvort engir sameiginlegír factorar, heldur einungis 
ósameigínlegir, ellegarþar verðabæði sameiginlegir og ósameigin- 
legir factorar, og þessir ósameiginlegu gjöra það, að lengra brotið 
verður ekki stytt, svo að framkomi hið styttra brot, sem er vinstra 
megín við slandstrykið. 

Vér viljum nú gjöra það Ijósara, að þegViV coefficientamir eru 
jafnir, þá fyllí indexarnir veldisvísinn, og tökum til þess dæmið 
A 'g ' = A^g ' hér að framan. Vér vitum, að ef þessir coeffi- 
cienfar eru jafnir, þá er : 

-^ = 1. það er 

tl.tO.9.8.7.6.5.4 . tl.!Q. 9 

12345678' 1.2.3 
11.10.9.8.7.6.5. 4 1 .2.3 __ 11. 10. 9 .8.7.6.5.4.3 . 2. 1 

1.2.3.4.5.6.7T8 ^ 11.10.9 " 1 . 2;3.4.5.6.7.8.9'.10.11 
Hérsést, að 3 og 8 fylla 11, því töluruar fyrir aptan 3 ínefn- 
aranum eru 8, því teljarinn telur þær apturábak. £ins er með 
8 í nefnaranum. Tölurnar þar á eptir eru 3, því teljarinn telur 
þær aptur á bak. 



ellegar 

í 8 7 fi .í; 4 í^ 9 1 
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Til að sanna, aÖ þegar indexarnir fylla veldisvfsinn, þá sé 
coefficientarnir jafnir, má og gjöra brotin A^^^ og ^4^"!^^ sam- 
nefnd, sem núskal greina. Vér höfum terminus generalis hljóð- 
anda iipp á index m i (269, P); en vér þurfiim að útvega oss 
hann fyrir index n — m, og það gjörist með því að innsetja 
{n — m) í staðinn fyrir m \ hinum (269, P) eða einúngis í hinn 
seinasta factor i teljara hans. f>á verður 

n — m + 1 = n — (n—m) +1 = n—n + m + t= m+1, 
svo seinasti factor teljarans verður þar = m + 1. þá verður 

.(n) _ n(n — 1) (n— m+1) 

"^ ~ 1 . 2 .-.. m 

.(n) __ n(n— I). ..(m+1) 
("-'"^ 1 . 2 '-^'(n^m). 

Til að gjðra brotin samnefnd, má margfalda hvors brots teljara 
og nefnara með hins brotsins nefnara eptir (93), þannig: 
n(n — 1 ) . - . . (n'-m + 1 ) . 1 . 2 > . > > (n—m ) 
(l . 2 .... m) (I . 2 ....(n--m)) 

n(n— l)..».(m+l) (I . 2""tn) 
(1 . 2 ""n — m) (1 • 2....m). 

Nú þarf að raða factorunum í teljurunum eptir stærðum þeirra, 
að svo mililu leyti sem verður, þannig: 

^(n) ^ n(n— 1) ' . - > (n— m+l)(n— m) 2 . 1 

"" 1 . 2 ....(n— m)(l . 2....m) 

.(n) ^ n(n— l)....(m+l) m....2.1 
1 . 2 ....(n~m)(1.2....m). 
Nefnararnir eru hinir sömu, eða brotin saranefnd, en teljar- 
arnir eru óslitin /acíomröð: 

n(n— I) 1 

og þess vegna einn og hinn samí teijari. 
Tökum vér dæmið, sem vér höfðum áður 

þá er 

Sameiginlegir factorar 

11 . 10.. 9. 8.7.6. o74. 3. 2. 1 11.10.9 

( 1 . 2. 3. 4 . 0.6. 7. 8) (1.2. 3) 1. 2.3"" ^^-^-^ == ^^^- 

Sameiginlegir factorar. 
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275. þegar vér í (274*) höfðum gjört coeffwientana A^^^ 

og ^ll'lm samnefnda, þá fengum vér tcrmims generalis i coef- 

pcientavöbium 

(li) n(n — I) 1 

* ^" ~ ÍT2 . . • • (n— m)( 1 r2--*.m)- 
Setjum nú n—m^p, þá verður p-]-m=n, og gætum þess, að 
indexinn m er sama tala, sem exponentinn við 6. Verður þá 
p eins og exponentinn við a. Nú getum vér selt teljarann fram 
íyrir, lil að lála hann síðan verða sameiginlegan factor, enbók- 
stafina með exponentum sínura fyrir ofan; verður þá terminus 
generalis liðanna: 

^- = ^ • ^ ' ^ •'•• %.2....í> • 1.2....m; 
er þá ætið p+m=n. 

Hér má stylta fyrir sér, með því að tákna product af factor-' 
um í eðlilegri talnaröð, þannig: [1] = 1, [2] = I . 2, [3] = 
1 . 2 . 3, M = 1 . 2....^, [^+1] = 1 . 2..-.(g+l), þá er 

og M = -^— — r-:^ =*^ * • Hér meðmáútvíðkaláknun 

þessa lil ^ = 0, og er þá [0] =U = i. ]\ieð þessum takn- 
unum má skrifa mjög stutt binomialformuluna, þannig: 
(a+bf a''b^ , a"-i 61 , a"-^ 6^ aP 6"» 



H Vm^ h-1] [IJ^ ln~2][2] [p] [m\ 

a^ ^ 
[OJ [nj- 
£n þess er að gæta, að hún er deild með hinum afsíðis setta 
sameiginlega factor [n], eins og sjá má vinstra megin. Ilér er 
allsstaðar p+m^n, og Uðirnír samsvara öllum þeim tilbreyting- 
um, er má leysa upp n í summur tveggja addenda, er hvorfyrir 
sig er heill og positifur ellegar 0. 

276. I>egar þrír liðir eru rrótinni, sem hefjast skal upp í 
veldi, er annaðhvort höfð þar til margföldun eilegar trinomiaU 
formulan. Má og nota þar til binomialformuluna, ef í staðinn 
fyrir b í henni er sett ö+c, og þetta 6+c síðan hafið upp í öli 
þau veldi, sem tiltekin voru með exponentunum við b. Samá cr 
að segja um quadrinomial-, quintinomial- og yfir höfuð poly- 
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nomial-formulumar, þegar liðirnir í rólinni eru 4, 5, eða hvað 
roargir sem eru. Til að hafa sýnisborn af þesso, skoðum vér 
hér cubus trinoTnii. 

(«+&+«)" ^ a' lft+c)" , o^(6+c)* aHb+c )* gOjb+c)* 

13] [3] [0] -^ [2] [1] "^ [/] [2]"~ ■+■ 'WW 

Hér skal inn setja f annan lið í*±l' = j^ + j^ 

, þnðjahð ^- = |2]-iö] + [rj-fí] + [002]*'» '^*""^* 
(6+c)« _ ^ , JV , J^ . 6«c» . kemur 
[3] [3] [0] ^ [2] [1] + [1] [2] + ÍÖTm' þá 

(rt+ft+c)8 _ _«ift"cO^ , fl^fe' c" g'ftOc' aið'c" 

ralrnírni "i" i-jiinini + roirnirii + 



(3] [3][0][0] ' [2](1](0] ^ [2][0][l] ^ [1][2][0] 

"'"[i][i][i] "^ [i][o][2] + roTMo] "^ [ÖÍÍ2Í11] 

a°&tc« o06V 

I r/íi r 1 1 reii ' 



[0J[1][2] ' [0][0][3] 

Nú viljum vér lil samanburðar rmmcubus þessa trinomii meb 
margföldun 

a + 6 +c 
a + 6 +c 
a^+a6+ac 
ab+b^+bc 

ac-^-bc-^-c^ 



a^+2ab+2ac+b^+2bc+c^ 
a + b +c 



a^+2a^b+2a^c+ab^+2abc+ac^ 

aH+2ab^+2abc+b^+2b^c+bc^- 

a'^c+2abc+2ac+b^c+2bc^+c^ 

a^+U^b+Za^c+Ub^+eabc+b^+Zac^+Zb^c+Zbc^+c^ . • . • p. 

þess var getið áður (275), að coefficientunum væri að nokkru 
leyti vikið afsíðis með því að setja [n], sem hérer [3], í nefnara 
stað vinstra megin. Hér af leiðir þá, að til að fá veldið skrifað 
með venjulegum hætti með þess polynomialcoefficientum, verður 
að margfalda alla Uðina með [n], og deila síðan með þeim stærð- 
um, sem í hverjum iið standa í nefnurunuro. Hér er [3] = 1 
.2.3 = 6. Hvað liðinn vinstra mcgin áhrærir, þá kemur 

25 
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j ss I, sem er coefficientinn vinstra megin. [>ar nœst verður 

a^b^c^ 
, „ ,, . að fa* = a^, sem er fyrsti liður cubusar þessa trino- 

[ðJtUJtUJ 

a^b^c^ 
mii. Annar liður - ,.,,, .-- (skemra skrifað 210) verður ^a^b == 

Za^b. þriðji liður 201 verður ^a^c = Za^c. Fjórði 120 verður 

^ab^ = Zab^. Fimti 1 1 1 verður ^abc = 6a6c. Sjötti 102 verður 

^ac^ = 3ac2 (hann er hinn 7<ii í (^)). Sjöundi 030 í (a) verður 

ib^ = 63. Áttundi 021 verður ^b^c = ^b^c. Níundi 012 verð- 

ur fftc^ = Zbc^. Tíundi 003 verður lc^ = c^. 

277. Tíl að tákna nta veldi alment giidanda polynomii 
K + Oa + «3 •••• Ot)" 
má rita það raeð iíkum hætti, sem hins áðurnefnda trinomii 
þannig : 
(ai +«2 + ^3 ...• at)n ^ ^ <» a^ af a^t 



N [»"ilN2lK] ••••KJ- 

Indexamir telja, greina og einkenna liðina polynomii^ sem er 
rótin; er þar hinn seínasti liður auðkendur með mJcæmum £. In- 
dexarnir við m helga exponentinn rótarstaf þeim, sem heflr sama 
index. En exponentar þessir eru hér óákvarðaðir, en hið gríska 
2 táknar summu allra iiða, sem framkomið geta i þessari mynd, 

þannig, að exponentamir wii, m^, m^ m^ verði hver og 

einn allar tölurnar 0, 1, 2, 3 — n, með þeim hætti, að íhverj- 
um lið verði summan ætíð m^ + rn^ -\- m^ m^ = n. 

Sýníshorn hér af er framanstandandí cubus trinomii. í staðinn 
fyrir a, b, c þar er hér aS a^, a^, og þá táknast öll runan 
(276, a) þannig: 

(qi + 02 + 0^) ''^ 2 <^ <' <' 

[31 ['WiH'WaKmaJ- 

Loksins tökum vér til dæmis kvaðrat quintinomii eða öliða- 
stærðar. 

(qi + «2 + qs + ^4 + Os)' _ ^. ^m, qm, ^m^ ^m, ^m, 
[2] ^ lm,][m,][m^][m,][m,Y 

þar nú summa ailra eæponentanna n?i + m^ -f- mg + m^ + m^ 
ekki má verða meiri en 2, þá ef m^ er sett = 2, þá verðaallir 
hinir carponcnfamir = 0, en [m^], [m^], [m^] og [mgj = [0] 



Digitized by 



Google 



387 

= 1. Með [»ii}, sem er 1 . 2 = 2, skal deila [2] = 2, það 
er f = 1 gefiir quintinomialcoefficientinn 1 í fyrsta lið, og 
sama er að segja ura 5 fyrstu líðina i kvaðratinu, sem eru þessir: 

Ol + «2 + «3 + «4 + «5 • 

Síðan verðnr summan n = 2 að sundrast, og getur liún þá 

ekki orðið nema í tvennu lagi, eins og þetta hjáritaða form sýnir, 

wii m^ m^ m^ iwg er sýnir allar merkingarnar bókstafanna 

^ 2 ^ Q Q m í öUum þeim 15 liðum er mynda 

2 hið eptirleitaða kvaðrat fímmliðastærðar- 
Q Q Q Q 2 innar. í öllum hinum síðari liðunum 

1 1 Ö verður þá tvisvar [1] = 1, sem marg- 
í Q Q \ Q faldast saman til að deila n = 2 með ; 
10 1 verður þá rri77T== t = 2, sem erco- 
Q i Q \ Q efflcientinn i semni hounum. Hinir 
t 1 aðrir factorar [01 = l breyta eneu, 

110 . ' y J n 

10 1 ^'°^ ^^ venjulegt er. Verður svo 

1 1. kvaðrat þessarar fimmliðuðu stærðar: 

a? + a.l + af + a| + ag + 2a,a2 + ^a^a^ + 2a,a^ 
+ 2aia5 + 202^3 + ^a^a^ + 2^^^^ + 2^3 a^ + 2^3 a^ 
+ 24^5. 

Tfir höfuð : hvaö margir liðir sem í f ótinni eru, þá er kvað- 
ratið jafnt summu kvaðrata allra liðanna, plus tvöfaldri summu 
allra producta af tveimur og tveimur liðum rótarinnar. 

278. Athugi. í (233, \) var getið um nokkuð, sem væri 
athugavert við reikningsforskriptina 

n 

m ui 

Ya = a". 

n 
Með þvf að margfalda róÍBiTexponentinn — með m, og þá 

undir eins veldiseorponenímn 1 með m (233, tj), þá breytist mynd- 

in þannig : 



Ya"^ = a" 



Sé nú a positif ta^la, þá merkir \/a™ ntu rótina af a™ , þá 

25* 
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sem er positif, en ekki fleiri, eptir þvf sem inenn hafa komiö 

m m 1 

sér saraan um. far á móti merkir á^ fleira, því a" == (a™)° 
og merkír aliar ntu rœtunar a™ , bœöi verulegar og ímyndaðar. 
Samber (253). Líking þessier því ófull, og hefir eitt giidi vinstra 
megin, en n hægra megin. Sé nú a™ negatif stærð, en r^ jöfn 
tala, þá verður vinstra megin imaginœr stærð ein, en hægra 
megin verða þær n. Sð n ójöfn tala, þá er vinstra megin reál 
stærð, en hægra megin eínnig imaginœrar stœrðir. 

Keðjubrot (Fractio continua), 

279. Keðjubrot (fractio continua) nefnist það brotabrot, 
sem er samantengt af fleirum brotabrotum, þannig, að allír telj- 
ararnir eru heilar tölur, en nefnararnir blandnar tölur, og nefn- 
arar þessara blöndnu talna aptur biandnar tölur o. s. frv. Keðju- 
brotanna almenna mynd er þanníg: 

X = a^ 4- b^ 

a, + 02 



a^ + 63 



(H + b^ 



«4 .••• 
Hér er a^ heil tala, sem fylgja kann keðjubrotinu, 61 er telj- 

ari keðjubrotsins ; — blandinn nefnari þess. En þessum 

blandna nefnara fylgir aptur í nefnarannm brotið — 0. s. frv. 

280. I>6 þetta sé hin almennasta mynd keðjubrotanna, þá 
er það þó ekki hin venjulegasta. Hin venjulega er, að teljar- 

arnir h^^ 63, ft^ sé hver fyrir sig = 1. 

Keðjubrotin eru mjög hentug til að rekja sundur stærðir, og 
gjöra þær þar með hægri í raeðferðinni; t. a. m. stór brot, eða 
réttara sagt brot með stórura tölum; og má þá stytta þau án 
sammælís þannig að þau skekkist sem minst. því svo ber opt 
við, að ekki þarf á fullri nákvæmni að halda, og er þá þægilegt 
að láta tðlurnar vera svo litlar semmá; og það geta menn raœta 
vel afskamtað með keðjtibrotum og hínum þar út af fengnu nálg- 
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unarbrotum (fractiones convergentes)^ er kaliast convergentar, 
Forskript fyrir sundurrakningu tölustórra brota er þessi: 

^ = f- = «0 + ? - «0 + A == "0 + Í <"'• 

X| = — = oi + ^ = «1 + ,— ^ == a, + •!- (p). 
p, Pi YPi ^ ' ^ Xa 






íPa = — = «2 + — == «2 + .— = aa + — (y). 

^3 = ^ = «3 + ^ = «3 + ^r^x = «3 + ^ (8). 

P3 P3 1?! I ^4 

^^ = ?■ = ^^ + ?" = ^^ + /^\ = ^^ + Ír(^)- 

Pr ' Vt ÍVr \ ^ a?r^.i 

Vr+lj 

Út af þessu fást nú eptírfylgjandi sundurrakningar : 

X = ao + — eptir (a) (t)). 

0?! 

a?! = ai + — eptir (P) 

innsett gefur 
a? = a^ + I (*). 

«1 +JL 

a?2 

a?2 = öa +J__eptir (y) 

innsett gefur 
X = a^ + I (t). 

ai + 1 



a, + 1 
x^ 

x?^ = as + 1 eptir (8) 
a?4 
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innsett gefur 


1 /v\ 


- I • y'^f' 

a, + 1 


«3 + > 


a, + 1 


X4 


X4 = 04 +J^ eptir (s) 


% 


innsett gefur 


- 1 w. 


a. + 1 


aa+ t 


<h+ 1 



a? = «0 +- 1 



a-g = ag + 1 

þannig má áfram halda, unz að kemur a?m , sem er heil tala 
með engu broti, og sem þess vegna er = a^^ 

Athugi. Hér hefir prófessor Bamus sérlegan skrifmáta til að 
láta keðjubrotin ekki vera svo fyrirferðarraikil í skriptinni. Hann 
ritar nefnilega keðjubrotið ()^) þanníg: 

X = Oo, ai, aa, a^, a^, x^. (^). 

fegar keðjubrotið er rakið að einhverjum ótilteknum lið x^^ 
táknar hann það svo: 

X = ao, ai, a^, Or-lJ ^r- M- 

þegar keðjubrotið er rakið til enda, táknast svo: 

X = ao, ai, a^, ..•• a^ . (5). 

þegar keðjubrotið er rakið frá einhverjum tilteknum lið a?, til 
annars tiltekins liðar x^, táknast það svo: 

^r = öf) öír+lJ «r+2> ••••«! -l7 ^t W- 

þegar keðjubrotið er rakið frá x^ til enda, táknast það þannig : 
Xj = Oj, a,_|_i, aj_|_2) ar^3, •••• a^ (x). 

281. Dæmi upp á sundurrakningu í tölum. Vér viljum 
rekja sundur brotið: 
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_ 45887 _ P^ _ p 
* ~ 20286 ~ ~q ~ Vo' 
Sundarrakningin gjðrist alveg eptir (138), þannig: 
q = 20286) p = 45887 (2 = Oo. « =M§U = ^^mi 
40572 

5315 = p,. 
p,= 6315) g =20286 (3 = a,. ir,=»8m = 3Jffi. 
15945 

4341 = pa. 
p,= 4341) p,= 5315(1 =aa. a;,= ffiÝ = lí^Jf- 
4341 
974 = P3. 
P3== 974) pa= 4341 (4 = a,. »3= *m = 4|fí. 
3896 
445 = P4. 
J>4= 445) í>3= 974(2 = a4. «4= íí| =2^. 
890 
84 = ps. 
3>s= 84)p4= 445(5 = ^5. íC5= *||=5M. 
420 

25 = pg. 
P6= 25) p,= 84 (3 = a«. x^^ f| = 3jt. 
75 ■ 
9 =p,. 
1^= 9)J>«= 25(2 = 0,.«,= «f=2í. 
18 

7 =P«. 
!>«= 7) Pt= 9 (1 = a«. x,= ^ = If 

7 

2 = p,. 
J>9= 2)í>«= 7(3 = 0,. a!9= i=H. 
6 

1 = Pio- 

í>io= <) !>»= 2(2 = 0,0. «10= f = 2 = Om = »m. 

2 . 
0. 

fieðjubrotið er nú á enda raliið, og verður nppsett eptir venju- 
legam hætti þannig: 
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ar = 2+j 

3+J 

1+J 

4+J 

2+J 

s+i^ 

3+J 

2+J 

1+J 

3+J_ 
2. 
Ellegar eptír Ramusar skrípt þanníg : 

a? = 2, 3, 1, 4, 2, 5, 3, 2, 1, 3, 2. 
Hvernig convergentamir eða nálgunarbrotin verða hér út af 
fundin, geymum vér oss að útskýra síðar. 

282. Skýringar. Vér álítum gott, að menn kynni sér vel 

formuluna (280, ?), og viljum skýra hana hér raeð nokkrum 

orðum. 

Pr— i 
það er þá fyrst athugavert, að x^ = segir, að sérhver 

Pr 

fullur kvóti x^ flnníst með því að deíla næstundangangandí leif 
2>r— 1 "^^ð þáverandi leif p^* t. a. m. í dæminu (281) skyldi 
index vera 3, þá er Pr— i =^ P3— i — P2 = 4341, og Pj =P3 
= 974, þá er x^ = ^Jf^ = 4|ff. þetta er sama sem næst 

Pr + Í 

kemur í formulunni ^, nefnilega Oj H , sem er blandna 

Pt 

^.aalan 4|f|, því Op = 4 er hinn ófuUi kvóti, eða heila talan í 

Pr-hl 

hinum fulla kvóta. Brotið = fH hefir fyrir teljara hina 

komandi leif j?r+i = 445, og fyrir nefnara hina þáverandi leif 
P:) = 974. Hér sést, að i reikningi þessum þarf ekki að skrifa 
tölurnar, sem eru hægramegin í dæminu(281), því allar tölurnar 
fást vinstra megin. {>essu næst kemur í reikningsforskriptinni 

(S), að hin umtalaða blandna tala sé= a. + =4-^^, 

/ Pr \ (líl)- 

\Pr + i ) 

þessi ummyndun á brotinu verður þar af skiljanleg, að það er 



Digitized by 



Google 



393 

eins og það sé stytt með teljara sínum, eða að þess teljara og 
nefnara sé deilt með teljaranum; þegar því Pr+i er deilt með 
Pr-{-i^ kemur 1 í kvóta, scm er hinn nýi teljari, og þegarnefn- 

Pf 
aranum p- er deilt með p.u-i, kemur í nefnarann, svo 

hið nýja brot verður 

I 1 



\pr+l) 



«r+l. 



Eins er í tölunum, brotið 

445 : 445 ^ 1 ^ 1 

974:445 (Hl) ~ ^A 

Verður svo ||| = x^ eða hinn komandi fulli kvótl. 

283. Hvernig fínna megi nálgunarbrotin. 
Forskript : 





1 


1 




2o 

yt_ 

2r 


vt Vi y^ y± 

Zi Za 23 «4 

y,_i o, + yr-2 

2/-1 Or + «r-2 


"*«r 



... (a). 

(y)- 

2 

y 

I>að er: Sérhvert nálgunarbrot — fæst með því, að margfalda 

^r 

hið næstundanganganda nálgunarbrot — — í teljara og nefnara 

með ófulla kvótanum a,, og þar við síðan leggja teljara og nefn- 

ara hins annars nálgunarbrots á undan, sem er — — . Til þ ^':> 

að geta strax byrjað þessa reglu við Oq, þá eru hér sett tvö 
hjálparbrot 

t ÍF 

fyrir framan nálgunarbrotin ; og þessi hjálparbrot eru við allar 
tölur hín sömu. 
Af nálgunarbrotunum eru 

(s). 



s. í (8) 



y_o 


yi 


yi 


y± 


y2n 


y2n+l 


ym 


2o 


2l 


%2 


% 


S2n 


22n+l 


2m 


2. 








a 





a 


3. 


i 


CD 


1 


00 

1 


o> 


GD 

3 


•^ 
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Skakkatakmörk nálgunarbrotanna 

1 1 



1 


1 


1 


í_ 

2i 


1 


1 


1 


1 



8 ^2n ^2n+l 

1 1 



ZqZi Z1Z2 Z2Z3 23X4 2;2n22n+l «2n+l^2(n+l) 

284. Framhnld dæmislns (281). 
Nálgunarbrotin finnast þá þannig: 



þrengrl (yj). 







Oo 


«1 


a» 


«3 


04 


«6 


"• i 


Quotientet 






2 


3 


1 


4 


2 


5 


3 i 


incompleti. 





1 


2 


7 


9 


43 


95 


518 


1649 


Fractiones 


1 





1 


3 


4 


19 


42 


229 


729 


convergen- 






3/0 


yi 


2/3 


y* 


y* 


Vó 


y6 


tes. Nálg- 






2o 


2l 


2a 


^ 


«4 


25 


Ze J 


unarbrot. 







•-^ 


0« 








0- 




•-•» 
S"* 


0* 


3. 


QK 






OK 




:4 




QR 


1 


í^ 


1 


1 


1 




1 




1 





crrorum. 

Siíakka- 

talímörk. 

Ot «8 09 «10 ) ^*^^'* incomphtij uUimm 

completus. Ófullir kvótar. 



2 13 2 



Hinn seinasti fullur. 



3816 5465 20211 45887 



3»lö ð465 ::f0211 45887 ) 
Í687 24l6 893r "20286" Fractiones con- 

} vergentes, Naigun- 
Vl Vl yi yy^ \ arbrot. 

10 ' 



«9 «10 



CD 



- - - ) 

2? z% z% ( Limites errorum. 

1 1 1 j Skakkatakmörk. 

2845969 5837056 79834225 ) 

I>egar búið er að skrifa ófullu kvótana og hjálparbrotln þannig : 

2 3 1 4 2 0. s. frv. 
Ý h 
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þá má reikna eptir (283, y) 

2.1+0 _ A = ^ 
2.0 + 1 1 2o ' 

sem skrifasl undir 2 = öo, stendur þá svo: 
2 3 14 2 

?- h h 
Nú tek eg ófulla kvótann 3, og reikna eptir (283, y) 

3.2+1 _ _L _ ^ 
3.1+0 3 2i 

og skrifa | undir ófulla kvótann 3, stendur þá svo: 

2 3 14 2 

? * í í. 

Síðan tek eg ófulla kvótann a^ = 1 og reikna: 

1 >> 7 + 2 _ A = ^ ' 
1.3 + 1 4 ÍS2* 

þessa J skrifa eg undir 1 = a^, stendur þá svo: 

2 3 14 2 
i h í- i h 

Síðan tek eg 4 og reikna eptir (283, y) 
4.9 + 7 _ 43 
19 
stendur þá svo: 
4 2 



4.4 + 

skrifa f| undir 4 = 

2 3 
2 r 



«3) 

1 

9 43 

1 3 T 19- 

fessi reikningur eptir (283, y) er svo léttur, aö má reikna 
hann í huganum, meðan tölurnar eru litlar, og það lengst fram 
eptir. En síðan má reikna hann afsíðis skriflega. 

Prófessor Degen hafði öðruvísi uppsetningarmáta, sem er þægi- 



legur optastnær, nefnilega: 


y ^ 


z 









1 






1 





oo 


= 2 . . . . 


. . 2 


1 


Ol 


= 3 . . . . 


. . 7 


3 


oa 


= 1 . . . . 


. . 9 


4 


«3 


= 4 . . . . 


. . 43 


19 


«4 


= 2 . . . . 


. . 95 


42 


os 


= 5 . . . . 


. . 518 


229 


«6 


= 3 . . . . 


. . 1649 


729 


a-t 


= 2 . . . . 


. . 3816 


1687 


a» 


= 1 . . . . 


. . 5465 


2416 


09 


= 3 . . . . 


. 20211 


8935 


«m 


= 2 . . . . 


. 45887 


20286. 
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Að hín gefna stærð, sem vér sundur röktum, nefnlega ^|^f|| 
ekki verður sem brot stytt eptir venjulegum hætti með sam- 
mæli (88), er auðsætt af því, að tölurnar hafa engan sammælí, er 
sést af (281), þar p^o = 1. Talan 45887 er einnig frumtala. 
það kemur sér þvf vel, að má stytta slík brot með keðjubrotum, 
þanníg, að þau skekkist sem minst. f>ví með jafnlitium tölum, 
sem nálgunarbrotin hafa, eru engin brot til, sem jafnlítinn skakka 
hafa. 

Nú förum vér að hugleiða skakka nálgunarbrotanna. Eptír 
(283, ^) er skakkatakmark nálgunarbrotanna = -j. £n skakk- 
inn sjálfur er þó minni, svo þar er: 

f, < h/ 

En 

<l «r 2r 

fetta viljum vér heimfæra upp á brotið "öiT^ögj ^em er nú 

vort — . Ef vér gjörum það að tugabroti með því, að divi- 

dera 45887 með 20286 epUr (179) (180), þá er ^^^^ = 
2,26200335206546 •••• 
Yér viljum prófa nálgunarbrotin — , — og — , þannig: 

- = lil = 2,26200873 of stórt 

a; == ^^ = 2,26200335 
20286 ~ 

/•5 = 0,00000538 

1 1 



8| 52441 



= 0,00001906. 



^5 



Hér sjáum vér, að nálgunarbrotið — er of stórt, að skakkinn 
f^ er = 0,00000538, en skakkasvæðið eða skakkatakmarkið er 
0,00001906. 

Nú tökum vér ^ 
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y* = mi = 2,26200274 of lílið 
26 729 _J 

fe = 0,00000061 

k - 531111 = ^'«««««'««- 
HéV sjáum vér, að nálgunarbrotið ~ er of lítið, að skakkinn 

f^ er 0,00000061, en skakkasvœðið - = 0,00000188. Nú tök- 

iim vér — . 



2t 



^ = Í^? = 2,26200355 of stórt 
z-i Ioo7 

X =4111 = 2,26200335 



ft = 0,00000020 

h =^84l969 = «'««^«««^^- 
Bér sjáum vér, að nálgunarbrotið — er of stórt, að skakkinn 



f^ er = 0,00000020, en skakkasvœðið -^ er = 0,00000035. 

^7 



285. Framhald sama dæmis. Skakkatakmarkið þrengra 
(283, 7j), sem er einnig mismunur tveggja næstu convergenta, 

það er fyrir ^, ^ og — þannig: 

«5 Zq Z-i 

= 0,00000599 
= 0,00000081 
== 0,00000024. 



Að þessi skakkatakmörk eru sama sem mismunir næstu con- 
vergenta, sést þannig : 



1 


1 1 


262« 
1 


~ 229 . 729 "^ 166941 
1 1 


26% 
1 


729 . 1687 1229823 
1 1 


2t2» 


1687 . 2416 4075792 
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25 


2,26200873 


2« 


2,26200274 


25 »6 


0,00000599 


yjL — 

2t 


2,26200355 


2« 


2,26200274 


2t 2« 


0,00000081 


2t 


2,26200355 


2« 


2,26200331 


2t H 


0,00000024. 



Hvernig á þessu stendur, verður Ijósara síðar, þegar farið 
verður að sanna þessa lærdóma. 

f>ó að skakkatakmörkin þrengrí gangí skakkanum miklu nær 
en hin rýmri, þá nota menn samt opt hin rýmri, vegna þess það 
er hœgraað finna -^, heldur en , því til að finna þetta 

síðara verður að vita næstkomanda kvóta og ronverpenís-nefnara, 
og þess vegna fara nokkuð iengra, heldur en maður annars 
hefði viljað fara. Helmingi menn hið þrengra skakkasvæði, fæst 
skakkatakmark, er skakkinn kemst aldrei ofan fyrir. 



286. Sé úr keðjubrotunum (280, •»], ð-, t, x, X) undanfelt 
, verður hið eptirstandanda af keðjubrotinu convergentinn 

^r + l 

til a,. J>á er nefnilega Qq eða -j- convergentinn til Gq eptir t 
(i]) = ^. t>ar næst 



«0. +i 

«1 



(«) 
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keðjubrot eða blandin tala = convergenfínum lil a^ eptir (ð*) = 
?^. |>ar næst 

oo + J 

keöjubrot = convergentinum til «3 eptir (t) = - . þar næst 



ai +2 W 

aa + 1_ 

keðjubrot = convergentinum til 03, eptir (x) = — " Sérhvertaf 
þessum fæst út af hinii næstundanganganda með því að breyta 

Or-l í «r-l +_L (J, 

287. Nú viljum vér snúa keðjubrotunum í einföld brot, án 
þess þó að hafa hina auðveldustu aðferð þar til, sem sýnd var 
í (283, 7), þá er 

Vi Oq + í Ooai + 1 



21 ai at 

}>ar næst 

y2 _ «0 +_! Oo + «2 



eptir (82)- •••(a). 



Z2 ai + Jl_ «1 öa + 1 ; 

því brotna brotið 

^ +J_ 
a^ 
gjðrist hægast að einföldu brotí með því að margfalda teljara 
þess 1 með nefnarans nefnara a^, og þar næst nefnaranp a^ + 1 

einnig með a^ eplir (98) ellegar (83). Af þessu kemur brotið 



öl«2 + 1, 

sein sett við heilu löluna a^ gefur blöndnu töluna 

«0 + Oa 

«iaa + 1, 



Digitized by 



Google 



400 

er gjörist að iaunbrQti 

Qo^i^a + Qq + «3 __ Vi 

«1^3 + í «2 

Framvegis 



(^). 



!^ = «0 + 1 



«1 + 1 



«3 + 1 



þessu má snúa i alment brot með því að byrja neðan til og 

taka fyrst 

1 «3 



þá 



<i2 +_L ^a«3 + 1- 

«3 
1 «303 + 1 



«1 + ^3 010303 + Oi + O3; 

a2«3 + 1 
Oo + O2O3 + t 



öl^3«3 + «1 + Ö3 
_ ^0^1 ^2^3 + Qq^I + ^0^3 + ^2^3 + ^ ', 

öiOaOg +01+03 
þess vegna 

y^ = O0O1O2O 3 + OqOi + O0Q3 + aza -i + I 
23 O1O2O3 + a, + 03 



•(c). 



288. I>essu nœst viljnra vér sanna regluna (283, y); þá er 
eptir (286) 

2o 1 

sefn er heila talan í keðjubrotinu, ef hún er nokkur; annars er 
sá convergent = 0. |>etta á að vera sarahljóða 

Hér er 

r = 0, r—í = — t, r— 2 = —2. 
fessir negatifu indexar benda á hjálparbrotin. Til saoihljóð- 
unarinnar útheimtist þá 

t/r- 1 = 2/r- l = i 2/r-2 = í/-2 = 
2r-l=^-l =0 ÍSr-2 =«--2= 1. 
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